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DISCORSO  PRELIMINARE. 


H  a  dato  motivo  alla  edizione  di  questo  libro  il  rego¬ 
lamento  per  la  Scuola  degli  Ingegneri .  Perciocché  a  pro¬ 
cacciar  facoltà  di  servire  nel  corpo  degli  Ingegneri  Pon¬ 
tifici  richiedesi  prima  il  grado  accademico ,  che  si  confe¬ 
risce  dai  Collegi  filosofici  delle  Università  primarie  dello 
Stato  ;  richiedesi  poi  un  corso  triennale  d’ istruzione  prati¬ 
ca  che  abbraccia  le  applicazioni  di  tutta  la  scienza  mecca¬ 
nica  e  idrometrica ,  e  questo  forma  l’oggetto  della  Scuola 
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tecnica  degli  Ingegneri .  L’ insegnamento  della  quale  com¬ 
prende  anche  le  arti  grafiche ,  esposte  in  un  corso  di  Geo¬ 
metria  Descrittiva  con  tutte  le  sue  applicazioni . 

E  non  è  a  dire  con  quanta  avvedutezza .  La  Geome¬ 
tria  Descrittiva  presiede  all’  arte  del  disegno  ,  e  applican¬ 
dovi  i  dogmi  piu  sublimi  della  Geometria  razionale  di 
nuove  facoltà  la  dota  5  e  piu  non  vi  ha  combinazione  geo-  , 
metrica  ,  per  quanto  complicata  e  straordinaria  ella  sia , 
che  non  si  possa  esattamente  esprimere  con  dei  disegni  . 
Per  .  lei  si  addita  la  forma  di  tutte  le  parti  costituenti  un 
opera  qualunque,  le  loro  dimensioni,  e  gli  angoli  sotto 
cui  si  congiungono  le  une  colle  altre  fé  questo  si  fa  con 
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tanta  precisione  ed  evidenza,  come  se  si  avesse  sottocchio 
un  modello  degli  oggetti  rappresentati ,  che  inoltre  servirà 
a  mostrare  colla  stessa  chiarezza  il  loro  uso  ,  e  gli  effetti 
che  se  ne  devono  ripromettere  . 

Quanto  abbia  progredito  l’ arte  delle  costruzioni  per 
questi  servigi  della  Geometria  Descrittiva  non  è  chi  lo 
ignori  ;  e  quanto  per  conseguenza  abbia  vantaggiato  la 
pubblica  economia  . 

I  progetti  delle  opere  di  grande  azzardo  e  dispendio 
corredati  che  siano  di  disegni  eseguiti  colle  norme  della 
Geometria  Descrittiva  ,  potranno  essere  esaminati  ili  qua¬ 
lunque  luogo  ,  producendo  1  effetto  istesso  che  si  otterreb¬ 
be  avvicinando  le  cose  lontane ,  e  dando  esistenza  alLe 
ideali  ;  di  modo  che  non  solamente  potranno  essere  sot¬ 
toposti  alla  consulta  delle  menti  più  illuminate  nelle  teo¬ 
rie  della  scienza ,  ma  ben  anche  scandagliati  ed  esperi- 
meutati  da  chi  per  lungo  esercizio  abbia  acquistato  le  sole 
cognizioni  della  pratica  .  £  potendosi  per  tal  guisa  mol¬ 
tiplicare  gli  esami  imparziali  ,  le  critiche  disinteressate  ,  le 
revisioni  scrupolose  tanto  da  lato  della  teoria  che  della 
pratica ,  certo  è  che  più  probabilmente  la  maturità  del 
consiglio  presiederà  alla  sanzione  dei  decreti. 

Ma  torniamo  al  libro.  Io  l’ho  diviso  in  Lezioni  ;  non 
già  che  questa  debba  essere  la  misura  della  giornaliera 
spiegazione  di  un  Professore  ,  ma  avvisandomi  di  additare 
che  la  materia  d’ognuna  può  essere  esposta  a  dei  gi(^;a  u 
geometri  indipendentemente  dalle  altre  .  Tale  è  l’ ordine 
prescritto  all’ insegnamento  della  nostra  Scuola  tecnica  ,  ed 
è  assolutamente  il  più  adattato  ,  perchè  ad  ogni  lezione 


teorica  posson  seguir  d’  appresso  le  applicazioni  .  Avendo 
poi  voluto  riunire  il  complesso  di  queste  lezioni  in  un 
trattato ,  che  servir  potesse  di  guida  a  chiunque  voglia 
istruirsi  sulle  forme  dell’  estensione  ,  e  sul  modo  di  rap¬ 
presentarle  esattamente  in  disegno  ,  senza  bisogno  del  cal¬ 
colo  ,  ho  disgiunte  le  principali  applicazioni  della  geo¬ 
metria  descrittiva  ,  che  verranno  pubblicate  in  appresso. 
Peraltro  io  mi  sono  studiato  di  accennare  frequentemen¬ 
te  ,  e  mostrare  coll'  esempio ,  le  applicazioni  d’  altro  gene¬ 
re  di  che  è  feconda  questa  scienza . 

Un  Geometra  più  profondo  e  più  abile  Ingegnere 
avrebbe  saputo  render  la  presente  opera  di  somma  im¬ 
portanza  ,  ed  io  mi  terrò  assai  pago  se  alcun  giudice  dis¬ 
creto  non  la  trova  affatto  destituita  di  qualche  utilità  . 
Essa  è  divisa  in  Parti  e  Lezioni  nella  seguente  maniera: 

PARTE  I.  IDEA  GENERALE  DEL  METODO  DELLE  PROIEZIONI. 

Lez.  i.  Rappresentazione  grafica  del  punto  e  delle  linee  . 

Lez.  2.  Sul  modo  di  rappresentare  graficamente  le  superficie  . 

PARTE  II.  DELLA  LINEA  RETTA  E  DEL  PIANO  . 

Lez.  i.  Proposizioni  elementari  intorno  la  linea  retta  . 

Lez.  2.  Proposizioni  elementari  risguardcinti  il  piano  . 

Lez.  3.  Continua  V  argomento  delle  due  lezioni  precedenti  . 

Lez.  4*  Delle  projezioni  delle  figure  piane  . 

Lez.  5.  Sulla  stereografia  de'  poliedri . 

Lez.  6.  Sulla  permutazione  de*  piani  coordinati . 

PARTE  III.  DELLE  LINEE  E  DELLE  SUPERFICIE  CURVE . 

Lez.  i.  Delle  linee  di  semplice  e  doppia  curvatura  . 

Lez.  2.  Sulla  generazione  delle  superficie  . 
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APPROVAZIONI. 


P er  ordine  di  Sua  Eminenza  Reverendissima  il  Sig.  Card.  Bertnz- 
zoli  Prefetto  della  Sagra  Congregazione  degli  Studj  ho  riveduto  un 
manoscritto  del  Sig.  Professor  Carlo  Sereni ,  che  ha  per  titolo  Trat¬ 
tato  di  Geometria  Descrittiva  .  Non  solamente  in  tale  trattato  non 
ho  trovalo  cosa  alcuna  che  potesse  offendere  la  Religione  ed  i  buo¬ 
ni  costumi ,  ma  vi  ho  scorto  tal  chiarezza  e  taf  ordine  unitamente 
alla  profondità  di  dottrina  che  lo  credo  utilissimo  non  solamente 
agl’  Ingegneri  ai  quali  è  diretto ,  ma  a  tutti  i  giovani  che  si  ap¬ 
plicano  alle  diverse  parli  della  Matematica,  ed  in  particolare  a  quel¬ 
li  che  hanno  il  genio  della  Geometria  .  In  Fede  ec. 

Questo  dì  ii.  Luglio  1826. 

Giuseppe  Olmi  . 

Pr.  di  Meccanica  ed  Idraulica  in  Sapienza  , 
e  Membro  del  Collegio  Filosofico . 

Nulla  trovandosi  in  questa  Geometria  Descrittiva  che  si  opponga 
alla  Fede  ed  alla  Cristiana  morale  se  ne  può  permetter  la  stampa  . 

D.  Paolo  del  Signore 
Pubblico  Professore  Censore  Teologo  . 
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IMPRIMATUR, 

Fr.  Thomas  D omini cus  Piazza  Ord.  Prced.  S.  T. 
Mag. ,  et  Sac.  Pai.  Apost.  Pro-Mag. 

IMPRIMATUR, 

Joseph  della  Porta  Patr.  Costantinop.  Ficesg. 


GEOMETRIA  DESCRITTIVA 


PARTE  I. 


Idea  generale  del  metodo  delle  proiezioni  . 


S.  i.  JLa  Geometria  Descrittiva  insegna  a  rappresentare  in  disegno 
sopra  un  piano  le  figure  geometriche ,  ed  insegna  altresì  a  ricavare  dal 
disegno  la  forma  ,  la  posizione  ,  e  tutte  le  proprietà  geometriche  delle 
figure  rappresentate . 

Da  ciascun  punto  della  figura  obbiettiva  s’ intende  condotta  sul  pia¬ 
no  del  disegno  una  retta  con  certa  direzione  determinata  da  una  legge 
costante  per  tutti  i  punti .  Dove  questa  retta  incontra  il  piano  del  di¬ 
segno ,  ivi  s’intende  rappresentato  il  punto  obbiettivo.  Il  punto  d’in¬ 
contro  dicesi  projezione  del  punto  obbiettivo  sul  piano  del  disegno  . 

Le  rette  che  projettano  ciascun  punto  sul  piano  della  rappresentazio¬ 
ne  si  tirano  o  concorrenti  ad  un  centro  ,  o  parallele  fra  loro.  Se  poi 
sono  parallele  ,  talvolta  si  dirigono  perpendicolari  al  piano  del  disegno  , 
e  tal’ altra  obblique  al  medesimo.  Quindi  i  tre  diversi  sistemi  di  pro¬ 
iezioni  più  communemente  usati  e  più  utili:  proiezioni  concorrenti , 
projezioni  rette  ,  e  projezioni  obblique  .  Il  primo  serve  più  partico¬ 
larmente  alla  prospettiva  ,  gli  altri  due  sono  preferibili  negli  usi  geo¬ 
metrici  per  la  semplicità  delle  costruzioni  ,  e  per  la  facilità  di  ricavare 
le  proprietà  geometriche  delle  figure  .  La  Geometria  Descrittiva  si  vale 
esclusivamente  delle  projezioni  rette  . 


i 


2 


Idea  generale 


LEZIONE  1. 

Rappresentazione  grafica  del  punto  ,  e  delle  linee  . 

- — ®®®®®®®®®®— — 

§.  2.  Teorema  i.  Qualsivoglia  punto  dello  spazio  è  determinalo  di 
posizione  se  siano  date  le  sue  projezioni  sopra  due  piani  . 

Conducendo  da  una  di  queste  projezioni  la  retta  perpendicolare  al 
piano  in  che  è  data,  deve  in  essa  trovarsi  il  punto  obbiettivo  §.  i;  e 
per  la  medesima  ragione  si  deve  trovare  anche  nella  retta  normale  all’  al¬ 
tro  piano  tirata  per  la  proiezione  eli’ ei  contiene.  Queste  due  rette  si 
devono  dunque  tagliare  scambievolmente  nel  punto  obbiettivo  .  Ma  la 
posizione  d’  ambedue  è  determinata  dalle  condizioni  di  dover  passare  per 
un  dato  punto,  ed  essere  perpendicolari  ad  un  piano  parimenti  dato; 
dunque  è  anche  determinata  la  posizione  del  punto  di  loro  riunione  . 

§.  3.  Teorema  2.  Le  projezioni  delle  rette  sono  linee  parimenti  rette  . 

Per  determinare  la  projezione  di  una  retta  bisogna  condurre  da  lutti 
i  suoi  punti  delle  perpendicolari  al  piano  sovra  cui  si  vuol  rappresen¬ 
tarla  .  §.  1.  Tutte  queste  rette  projettanti  saranno  dunque  parallele  fra 
di  loro,  ed  avranno  per  luogo  geometrico  la  superficie  di  un  piano  (*) . 
La  intersezione  di  questo  piano  projettante  con  quello  di  projezione 
conterrà  1'  incontro  di  tutte  le  perpendicolari  spiccate  dalla  retta  ob¬ 
biettiva  col  medesimo  piano  di  projezione ,  e  sarà  per  conseguenza  la 
sua  projezione.  Ma  l’intersezione  di  due  piani  è  lina  retta ,  dunque  le 
projezioni  delle  linee  rette  sono  esse  medesime  linee  rette  . 

Corollario.  Nell’unico  caso  che  la  obbiettiva  sia  normale  al  piano 
del  disegno  la  sua  projezione  si  riduce  ad  un  punto  . 

§.  4*  Teorema  3.  La  posizione  di  una  retta  è  determinala  nello 
spazio  per  mezzo  delle  sue  projezioni  eseguite  sopra  due  piani  . 

Per  ciascuna  delle  projezioni  intendendo  condotto  un  piano  nor- 
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male  a  quello  in  che  sono  rispettivamente  descritte ,  dovrà  egli  con¬ 
tenere  la  retta  obbiettiva  .  §.  3.  Essa  viene  dunque  determinata  nella 
intersezione  di  questi  due  piani . 

Corollario  .  Se  i  due  piani  projettanti  si  confondessero  in  un  solo 
scomparisce  la  loro  intersezione,  e  la  retta  rappresentata  dalle  proje- 
zioni  resta  indeterminata  .  Questo  non  può  succedere  che  nel  caso  sin¬ 
golare  in  cui  le  projezioni  siano  ambedue  perpendicolari  alla  intersezio¬ 
ne  de’  piani  di  projezione  .  Noi  vedremo  più  tardi  come  si  possa  ov¬ 
viare  questa,  ed  altre  particolari  eccezioni  delle  regole  generali, 

§.  5.  Teorema  4*  Le  projezioni  delle  linee  curve  sono  esse  stesse 
linee  curve  . 

Le  rette  projettanti  ogni  singolo  punto  della  linea  proposta  vengono 
ad  essere  costituite  in  una  superficie  cilindrica  normale  al  piano  di  pro¬ 
jezione  ,  ed  è  per  conseguenza  nella  intersezione  di  questa  superficie  col 
piano  medesimo  che  si  ha  la  projezione  della  linea  .  Ma  dall’  analisi 
geometrica  si  sa  che  un  piano  non  può  segare  una  superficie  cilindrica 
in  una  linea  retta  senza  essere  parallelo  ai  suoi  lati  ;  e  quindi  quello 
di  projezione,  che  è  normale  al  cilindro  projettante  ,  non  potrà  mai 
segarlo  che  in  una  curva  . 

Corollario  .  Se  la  linea  obbiettiva  sia  piana  potrà  projettarsi  in  linea 
retta  .  Basta  che  il  di  lei  piano  sia  perpendicolare  a  quello  sovra  cui 
trattasi  di  rappresentarla;  ed  è  chiaro  ch’egli  diverrà  in  tale  combina¬ 
zione  il  piano  projettante.  §.  i.  Quindi  la  projezione  della  curva  sarà 
una  retta  §.  3. 

§.  6.  Teorema  5.  Una  linea  curva  è  determinata  di  forma,  di  posi¬ 
zione,  e  di  grandezzate  siano  note  le  sue  projezioni  sovra  due  piani. 

Per  ciascuna  delle  due  projezioni  intendasi  il  rispettivo  cilindro  pro¬ 
jettante  ,  cioè  un  cilindro  retto  al  piano  ,  in  cui  sono  descritte  .  In 
ognuna  di  queste  due  superficie  projettanti  esiste  la  linea  obbiettiva 
§.  5. ,  e  per  conseguenza  sarà  essa  comune  ad  entrambe ,  cioè  la  linea 
di  loro  intersezione .  Ma  la  geometria  sublime  dimostra  che  la  inter¬ 
sezione  di  due  superficie  è  una  linea  perfettamente  determinata  di  for¬ 
ma  e  di  posizione  ;  dunque  due  projezioni  bastano  per  la  completa 
rappresentazione  delle  linee  curve  . 

Corollario  .  Anche  rispetto  alle  linee  curve  vi  sono  de’  casi  speciali 
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pei  quali  due  prelezioni  non  bastano  .  Di  questi  ne  additeremo  alcuno 
tra  poco  ,  esponendo  i  ripieghi  da  usarsi  per  la  loro  rappresentazione  . 

§.  7.  Gli  oggetti  che  più  spesso  si  ha  bisogno  di  rappresentare  in  di¬ 
segno  hanno  quasi  sempre  una  posizione  determinala  rispetto  all’  oriz¬ 
zonte  ed  alla  verticale  .  Per  questo  motivo  si  costuma  in  Geometria 
Descrittiva  di  fissar  sempre  un  piano  di  projezione  orizzontale ,  ed  un 
altro  verticale  .  Questa  è  pratica  antichissima  degli  Architetti  ,  e  di 
tutti  gli  artisti,  che  hanno  bisogno  di  mettere  in  disegno  gli  oggetti 
intorno  a  cui  impiegano  le  opere  loro  . 

§.  8.  Diconsi  coordinati  i  due  piani  di  projezione  .  Ma  nelle  costru¬ 
zioni  della  Geometria  Descrittiva  essi  non  ne  formano  che  un  solo, 
Jig.  1.  perchè  si  suppone  che  uno  d’  essi  abbia  girato  d’ intorno  la  comune 
loro  intersezione  per  adagiarsi  nel  prolungamento  dciraltro.  Nella  Fig.  1. 
Tav.  I.  sono  indicati  due  piani  coordinati  (I.)  ,  e  (li.)  . 

Nella  medesima  figura  è  parimenti  indicata  la  ruotazione  del  (li.) 
intorno  la  retta  M  X  ;  ed  è  evidente  che  ogni  retta  in  esso  descritta 
perpendicolare  all’asse  della  rotazione  ,  come  tt  , /■? V' ,  ec.  descrive  un 
piano  normale  all’asse  medesimo  .  Ciascuna  di  loro  anderà  dunque  ad 
applicarsi  nella  sezione  del  piano  da  essa  medesima  percorso  con  il  (I.) , 
vale  a  dire  nel  prolungamento  delle  rette  P  ,  P'  x'  ,  ec.  poste  a 
squadra  coll’  asse  M  X  . 

Questa  circostanza  merita  d' essere  ben  rimarcata  ,  perchè  da  essa 
deriva  che  le  projezioni  di  un  medesimo  punto  devono  trovarsi  so¬ 
pra  una  retta  perpendicolare  a  quella  ,  che  nel  piano  di  descrizione 
separa  1’  uno  dall’  altro  i  due  coordinati  .  Teorema  interessante  e  di 
un  uso  frequentissimo  in  tutta  la  Geometria  Descrittiva  per  contras¬ 
segnare  la  corrispondenza  delle  projezioni  . 

§.  9.  Quantunque  sia  generalmente  vero  che  due  projezioni  bastano 
alla  completa  rappresentazione  delle  linee  ,  vi  sono  però  de’  casi  par¬ 
ticolari  ,  §§.  4  5  e  6  ,  che  richiedono  un  particolare  artifizio  .  Uno  di 
fg.  2.  questi  fu  già  indicato  al  §.  4  ,  e  corrisponde  al  caso  che  le  projezioni 
PR —  p  r ,  Fig.  2. ,  di  una  retta  sian  poste  nel  prolungamento  l’un» 
dell’  altra  .  Lo  stesso  dicasi  se  in  vece  di  una  retta  si  trattasse  di  una 
curva  descritta  in  un  piano  ,  il  quale  risultasse  projeltante  rapporto 
ad  ambedue  i  coordinati.  Finalmente  se  P  P' P" — p  p'  p"  fossero  le 
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projezioni  di  lina  curva ,  è  chiaro  che  per  opera  di  loro  non  potrebb’ 
essere  determinato  ogni  punto  della  obbiettiva  .  Non  avrebbesi  alcun  cri¬ 
terio  per  distinguere  se  alla  projezione  orizzontale  R  debbasi  combi¬ 
nare  la  verticale  r,  oppure  la  r' ,  oppure  ec.  ;  vale  a  dire  che  non  sa- 
prebbesi  concludere  se  il  punto  dell’  obbiettiva  rappresentato  in  R  ab¬ 
bia  effettivamente  dal  piano  orizzontale  la  distanza  ro  ,  ovvero  r  o  , 
ovvero  ec. 

Per  ovviare  simili  incertezze  bisogna  ricorrere  ad  un  altro  sistema  di 
piani  coordinati  ;  e  questo  si  può  fare  nel  modo  il  più  semplice  ,  e 
senza  che  preterisca  la  loro  giacitura  orizzontale ,  e  verticale  .  Basta  can¬ 
giare  direzione  alla  traccia  del  (II.)  ,  assegnandogliene  qualunque  altra 
M'  X\  inclinata  alla  M  X  ;  ed  è  ben  evidente  che  ogni  particolarità 
riguardante  il  primo  piano  verticale  non  può  aver  più  luogo  rispet¬ 
to  al  secondo  . 

§.  io.  A  questi  medesimi  inconvenienti  può  anche  ripiegarsi  coordi¬ 
nando  un  altro  piano  ,  che  nomineremo  (III.)  ,  rettangolarmente  ai 
due  (I.) ,  e  (II.) .  Ed  anche  indipendentemente  da  questi  casi ,  qual¬ 
che  volta  torna  conto  in  Geometria  Descrittiva  far  uso  di  tre  piani 
coordinati ,  come  generalmente  si  fa  sempre  nella  Geometria  di  tre 
dimensioni  . 


LEZIONE  2. 

i 

Sul  modo  di  rappresentare  graficamente  le  Superficie  . 

■  — sooQoaaooo— 

§•  li.  Il  modo  di  projettare  le  linee  esposto  nell’ antecedente  Le¬ 
zione  non  è  ugualmente  idoneo  per  le  superficie  .  Imperocché  non  ba¬ 
sterebbe  indicare  ogni  punto  per  mezzo  delle  sue  projezioni  ,  ma  bi¬ 
sognerebbe  inoltre  additare  in  qualche  modo  la  loro  dipendenza  ,  per 
non  andar  soggetti  a  combinare  la  projezione  orizzontale  di  un  punto 
colla  verticale  di  un  altro .  La  maniera  più  conveniente  di  contrasse¬ 
gnare  le  projezioni  essendo  poi  quella  di  congiungerle  con  una  retta  , 
si  sopracaricherebbero  in  tal  modo  i  disegni  d’  un  numero  prodigioso 
di  linee  sussidiarie  ,  che  vi  recherebbero  confusione  tauto  maggiore  7. 
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Idea  generale 

quanto  più  si  volesse  spingere  l’operazione  verso  l’esattezza  assoluta. 

Di  più  :  questo  metodo  non  avrebbe  alcuna  fecondità ,  avvegnaché 
non  si  potrebbe  sciogliere  graficamente  alcun  problema  intorno  le  su¬ 
perficie  .  Come  mai  si  potrebbero  determinare  le  linee  di  loro  interse¬ 
zione  ?  quelle  del  loro  contatto  ? 

Finalmente  le  projezioni  eseguite  in  tal  modo  non  avrebbero  1’  avvan¬ 
taggio  d’  esprimere  alcuna  immagine  degli  obbietti  rappresentati ,  cioc¬ 
che  è  assolutamente  necessario  per  formarsi  un’idea  chiara ,  e  distinta 
delle  loro  forme . 

§.  12.  Bisogna  dunque  trovare  qualch’ altro  metodo  per  rappresentare 
generalmente  le  superficie  .  Al  che  ci  condurranno  le  seguenti  riflessioni . 

Ni  una  superficie  vi  ha  che  non  possa  riguardarsi  come  il  luogo  geo¬ 
metrico  di  tutte  le  posizioni ,  che  una  linea  vada  prendendo  nello  spa¬ 
zio  in  forza  d’  un  movimento  qualunque  che  le  venga  impresso  ,  sia 
essa  costante  o  variabile  di  forma  ,  e  dimensioni  durante  quel  movi¬ 
mento,.  Ed  allorché  una  linea  muovendosi  percorre  in  tal  guisa  una 
superficie ,  si  dice ,  eli’  ella  genera  questa  superficie  7  della  quale  viene 
appellata  la  generatrice  . 

§.  i3.  La  rappresentazione  grafica  di  una  superficie  sarà  poi  comple¬ 
ta  se  contenga  tradotte  in  costruzioni  lineari  tutte  le  circostanze  della 
sua  generazione  ,  perchè  da  una  tale  rappresentazione  si  potrà  dedurre 
ogni  singolo  punto  della  superficie  medesima  .  Le  proiezioni  della  ge¬ 
neratrice  ,  considerate  in  posizioni  diverse  ,  avranno  tutte  delle  forme 
jiarticolari ,  che  accuseranno  quella  della  superficie  ,  di  modo  che  cias¬ 
cuna  rappresentazione  acquisterà  1’  utile  proprietà  di  fare  immagine  . 
Inoltre  questo  modo  di  rappresentare  le  superficie  si  presta  a  tutte  le 
operazioni  della  Geometria  Descrittiva  .  Tutte  queste  cose  appariranno 
chiaramente  nel  progresso  di  queste  Lezioni  ,  dando  mano  agli  esempj . 

Ma  descrivere  tutte  le  posizioni  e  corrispondenti  forme  della  gene¬ 
ratrice  è  cosa  impossibile .  Di  maniera  che  per  completare  la  rappresen¬ 
tazione  grafica  delle  superficie  non  fu  trovato  più  acconcio  mezzo ,  che 
quello  di  descrivere  le  sue  projezioni ,  oppure  le  sue  intersezioni  coi  pia¬ 
ni  coordinali  ,  aggiungendovi  poscia  i  dati  necessari  ,  per  poter  co¬ 
struire  una  linea  generatrice  tal  quale  esser  deve  allorché  passa  per  un 
punto  qualunque  della  superficie  obbiettiva  . 
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§.  14.  Per  ogni  superficie  esiste  un  numero  infinito  di  generazioni 
lineari,  a  ciascuna  delle  quali  compete  diversa  generatrice ,  diversa  leg¬ 
ge  di  movimento  ,  e  di  variazione  ,  sia  nella  forma  che  nelle  dimensio¬ 
ni  .  Alla  semplicità  ,  ed  evidenza  delle  rappresentazioni  giova  sempre 
distinguere  la  più  semplice ,  e  di  essa  far  uso  .  Il  considerare  poi  due 
diverse  generatrici  ,  condotte  per  un  istesso  punto  della  superficie  ob¬ 
biettiva ,  è  utilissimo  spediente  ,  anzi  talvolta  necessario  per  ottenere  la 
risoluzione  dei  quesiti  sui  quali  versa  la  Geometria  Descrittiva  . 

L’  effetto  delle  rappresentazioni  cresce  ordinariamente  indicandovi  i 
punti  e  le  linee  multiple,  le  linee  d’inflessione,  e  di  regresso,  tutto  ciò 
in  somma  che  s’intende  per  punti ,  e  linee  singolari  di  una  superficie  . 

§.  i5.  Per  altro  vi  sono  dei  casi  particolari  nei  quali,  o  i  contorni 
che  racchiudono  le  projezioni  di  tutti  i  punti  d’  una  superficie  ,  o  le 
sue  intersezioni  coi  piani  coordinati  ,  bastano  alla  sua  completa  rap¬ 
presentazione  .  Questo  succede  perchè  f  una  0  f  altra  cosa  è  sufficien¬ 
te  a  somministrare  i  mezzi  necessari  ,  per  descrivere  le  projezioni  della 
generatrice  considerata  in  qualsivoglia  posizione  ,  e  quindi  per  soddis¬ 
fare  a  qualunque  operazione,  che  si  voglia,  intraprendere  su  di  essa. 

JNè  queste  rappresentazioni  tuttoché  semplicissime  mancano  del  pregio 
di  dare  il  vero  sentimento  della  superficie  rappresentata  . 

§.  16.  La  sfera  verbigrazia  si  rappresenta  per  mezzo  dei  circoli 
(O)  —  (o)  Fig.  3.  ,  perchè  essa  è  di  rivoluzione  intorno  a  tutti  i  suoi 
diametri.  Più  innanzi  (Parte  III.  Lez.  i3.  )  trattando  delle  superficie 
di  rivoluzione,  noi  vedremo  chiaramente  come  in  virtù  di  questa  prò- Jìg3. 
prietà  ,  la  sfera  possa  essere  tanto  facilmente  rappresentata  .  Così  pure 
il  piano  può  rappresentarsi  semplicemente  per  mezzo  delle  sue  inter¬ 
sezioni  coi  due  coordinati  ,  poiché  si  hanno  in  tal  modo  due  rette  , 
che  lo  determinano  completamente .  Una  retta  infatti ,  che  percorra  con 
qualsivoglia  legge  di  movimento  le  traccie  E  G ,  G  e ,  Fig.  4- ,  genera 
sempre  il  medesimo  piano  E  G  e  h  . 
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PARTE  II. 

Della  linea  betta  ,  e  del  piano  . 


LEZIONE  1. 

Proposizioni  elementari  intorno  la  linea  retta  . 

-  ■* *ccccc—  ■ 

§.  17.  Teorema  1.  Le  rette  parallele  hanno  le  loro  projezioni  pa¬ 
rallele  . 

Da  un  punto  di  ognuna  delle  rette  obbiettive  si  intenda  condotta 
una  perpendicolare  al  piano  di  projezione .  Tutte  queste  perpendicolari 
sono  parallele  tra  di  loro  ,  e  costituiscono  colle  corrispondenti  obbiet¬ 
tive  una  serie  d’angoli  coi  lati  rispettivamente  paralleli .  Dunque  i  pia¬ 
ni  di  questi  angoli  sono  paralleli  tra  di  loro  (*)  ,  e  per  conseguenza 
segano  il  piano  di  projezione  in  altrettante  rette  parallele  (**) ,  le  quali 
sono  le  projezioni  delle  proposte  obbiettive  §.  3. 

Ma  non  è  ugualmente  vera  la  proposizione  inversa ,  cioè  che  se  ab- 
biansi  descritte  in  un  piano  delle  rette  parallele  ,  sian  queste  costante- 
mente  la  rappresentazione  di  rette  poste  nello  spazio  parallele  fra  di 
loro  .  Questo  significa  soltanto  ,  che  le  obbiettive  hanno  lutti  i  loro 
piani  projettanti  paralleli .  La  qual  cosa ,  verificandosi  poi  rispetto  ad 
un  altro  piano  di  projezione  ,  le  rette  obbiettive  sono  necessariamente 
parallele  §§.  3  ,  e  4  • 

§.  18.  Teorema  1.  Le  projezioni  delle  rette  concorrenti  sono  rette 
convergenti  ad  un  punto  ,  che  rappresenta  quello  del  concorso  obbiettivo. 

Pel  punto  in  che  s’  incontrano  vicendevolmente  le  obbiettive  ,  in¬ 
tendasi  tirata  la  perpendicolare  al  piano  di  projezione  .  Essa  con  ognu- 


O  Legcndre  .  Géomélrie  Liv.  F.  Prop.  XIII. 

*)  Idem  .  Ib.  Prop.  X. 
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na  delle  obbiettive  determina  il  rispettivo  piano  progettante  .  Dunque 
tutti  questi  piani  si  tagliano  nella  immaginata  retta,  e  per  conseguen¬ 
za  tutte  le  projezioni  si  dirigono  al  punto  in  che  si  projetta  quello 
comune  alle  obbiettive  . 

Non  sussiste  inversamente  ,  che  le  projezioni  concorrenti  rappresen¬ 
tino  sempre  delle  obbiettive  che  similmente  convengano  fra  di  loro  in 
un  solo  punto  .  Altro  non  vuol  dire  la  intersezione  di  due  rette  de¬ 
scritte  in  un  piano  di  projezione  ,  che  i  piani  progettanti  a  loro  cor¬ 
rispondenti  si  tagliano  scambievolmente  .  Nè  questa  circostanza  ,  verifi¬ 
candosi  per  un  altro  piano  di  projezione ,  basta  ancora  per  far  sì  che 
le  rette  obbiettive  sieno  concorrenti .  Si  richiede  di  più  ,  che  la  inter¬ 
sezione  d’uno  dei  due  sistemi  di  piani  projettanti  incontri  la  intersezio¬ 
ne  dell’altro  sistema  ,  cioè  che  i  due  punti  ,  in  cui  si  uniscono  le  pro¬ 
jezioni  ,  siano  costituiti  in  una  retta  perpendicolare  alla  comune  sezione 
de’ piani  coordinati .  Allora  questi  due  punti  rappresentano  un  medesi¬ 
mo  punto  dello  spazio  §.  8. ,  comune  a  tutte  le  obbiettive  . 

§r  19.  Problema  1.  Data  una  retta  per  mezzo  delle  sue  projezioni 
determinare  il  punto  nel  quale  incontra  ciascun  piano  coordinato 

Sia  PP[  —  pp' ,  Fig.  5 ,  la  retta  data.  Si  prolunghi  la  projezione  pp[  fìg.5. 
sino  ad  incontrare  la  MX .  Dal  punto  d’ incontro  r  sia  tirata  una  ret¬ 
ta  rR  perpendicolare  alla  MX  .  Il  punto  R ,  in  cui  taglia  la  projezione 
PP' ,  è  quello  in  cui  la  obbiettiva  PP' — pp'  raggiunge  il  piano  (I.). 

L’ obbiettiva  deve  incontrare  il  piano  (I.)  in  un  punto  della  retta  PP' , 
poiché  è  costituita  nel  piano  projettante ,  che  sega  il  (I.J  in  questa  retta 
medesima  §.  4  •  Inoltre  s  immagini  eretto  verticalmente  il  piano  (II.) ,  e 
si  consideri  il  piano  projettante  ,  che  passa  per  la  pp'  .  Egli  sega  il  (I.) 
nella  retta  rR  ,  perchè  la  intersezione  di  questi  due  piani  dev  essere 
perpendicolare  al  piano  (II.)  (*) ,  ed  il  punto  r  è  comune  ad  ambedue  . 
i\Ia  la  retta  obbiettiva  esiste  nel  piano  che  la  projetta  sul  (li.) ,  e  per 
questa  ragione  deve  incontrare  il  piano  (I.)  nella  rR-,  dunque  il  punto 
d’ incontro  sarà  nella  intersezione  R  delle  due  rette  rR  ,  PP'  che  lo 
devono  contenere  ambedue  . 


(*)  Géomélrie  de  Legendre  Liv.  V.  Prop.  XX. 


io  Della  linea  retta, 

Col  medesimo  ragionamento  si  prova  che  il  punto  s  è  quello  d’in¬ 
contro  della  retta  obbiettiva  col  piano  (II.)  . 

Corollario  .  Se  una  delle  due  projezioni  è  parallela  alla  MX ,  vien 
meno  la  costruzione  per  trovare  rincontro  della  obbiettiva  coll’altro 
piano  coordinato;  e  così  dev’essere,  perchè  la  obbiettiva  gli  è  paral¬ 
lela.  Finalmente  se  ambedue  le  projezioni  sono  parallele  alla  MX ,  1’ ob¬ 
biettiva  non  raggiunge  alcuno  de’  piani  coordinati  ,  perchè  è  parallela 
ad  ambedue  . 

§.  20.  Problema  2.  Determinare  la  lunghezza  reale  di  una  retta  ob¬ 
biettiva  ,  essendo  date  le  sue  projezioni  . 

Sia  PP' — pp' ,  Fig.  6 ,  la  data  retta.  Pei  due  estremi  P ,  P' siano 
Jìg.6.  condotte  delle  rette  Pn  ,  PTT  normali  alla  PP'  ,  ed  ordinatamente 
uguali  alle  pq  ,  p'q' ,  che  restano  determinate  congiungendo  le  proje¬ 
zioni  P  —  P -,  P'  —  p'  •  Tirala  la  retta  nn',  sarà  essa  uguale  alla  ob¬ 
biettiva  rappresentata  in  PP  — pp'  . 

Intendasi  che  il  trapezio  nPP'n'  si  disponga  normale  al  piano  (I.) 
mediante  un  quarto  di  rivoluzione  eseguita  intorno  la  PP'  .  I  due 
punti  17,  n'  anderanno  a  coincidere  con  quelli  rappresentati  in  P  — p  , 
P' — p'  ,  perciocché  ognuno  di  questi  si  trova  nella  perpendicolare  al 
piano  (I.)  tirata  per  la  corrispondente  sua  projezione  ,  e  distante  dal 
medesimo  piano  (I.)  per  le  misure  pq  ,  ovvero  p'q'  §.  2  .  Dunque  la  retta 
nn' si  confonde  colla  PP' — pp' ,  e  perciò  ne  misura  la  sua  lunghezza  . 

Corollario  .  Di  qui  si  vede  manifestamente,  che  una  retta  è  sempre 
maggiore  della  sua  projezione,  tranne  il  caso  che  sia  parallela  al  pia¬ 
no  sovra  cui  si  projetta . 

§.  21.  Problema  3.  Data  una  retta  trovare  l’angolo  di  sua  inclina¬ 
zione  coi  piani  coordinati . 

Essendo  PP[  —  pp'  la  retta  data ,  Fig.  6,  sia  essa  descritta  in  nn' 
§.  20.  Questa  retta  venga  prolungata  sino  ad  incontrare  la  PP' ,  e  sa¬ 
rà  URP  l’ inclinazione  dell’  obbiettiva  col  piano  (1.)  . 

Jig.6.  La  cosa  è  evidente,  poiché  facendo  prendere  al  triangolo  URP  la 
positura  verticale  ,  mediante  un  quarto  di  rivoluzione  intorno  la  PP' , 
il  punto  R  non  cangia  luogo  ,  perchè  si  trova  nell’  asse  della  rivolu¬ 
zione  ,  ed  il  punto  TI  si  trasferisce  in  P  —  p  .  Dunque  1’  angolo  URP 
misura  l’inclinazione  dell’ obbiettiva  col  piano  (I.)  . 
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Una  costruzione  analoga  darebbe  Y  angolo  formato  dalla  retta  mede¬ 
sima  col  piano  (li.)  . 

Corollario  .  L’Angolo  URP  formato  da  una  retta  obbiettiva  con  uno 
de’  piani  coordinati  è  sempre  minore  della  sua  projezione  prq  sull  al¬ 
tro  coordinato.  I  due  triangoli  n  RP  ^  prq  hanno  i  lati  TlP ,  pq  ugua¬ 
li  ,  ed  i  due  lati  UR,PR  superano  sempre  i  due  pr ,  qr  §.  20.,  dun¬ 
que  l’angolo  R  è  minore  dell’angolo  r.  Nel  caso  singolare  che  sono 
uguali  i  lati ,  diventano  uguali  ancora  gli  angoli  ,  quando  cioè  la  retta 
obbiettiva  è  parallela  al  piano  di  projezione  . 

§.  22.  Teorema  3.  La  somma  degli  angoli  che  una  retta  nello  spa¬ 
zio  fa  con  due  piani  ortogonali  è  variabile  dentro  i  limiti  zero  e  no¬ 
vanta  gradi  . 

Per  un  punto  M  della  comune  sezione  dei  due  piani  siano  descritte 
in  essi  le  projezioni  I\1P  —  Mp  ,  Fig .  7  ,  di  una  retta  parallela  alla  prò-  jftg. 7. 
posta  ,  e  per  lo  stesso  punto  M  intendasi  passare  il  piano  (III.)  coor¬ 
dinato  ai  primi  due  ,  il  quale  verrà  rappresentato  nella. YZ  normale 
ad  MX  . 

L’  angolo  pMX  è  projezione  di  quello  che  la  retta  MP  —  Mp 
forma  col  piano  (I.)  5  come  1’  angolo  pM7j  è  projezione  di  quello  che 
la  medesima  retta  comprende  col  piano  (III.) .  Ma  gli  angoli  obbiettivi 
non  ponno  mai  superare  queste  loro  projezioni  ,  e  tutt’  al  più  giun¬ 
gono  ad  uguagliarle  ,  qualora  la  retta  obbiettiva  sia  parallela  al  pia¬ 
no  (II.)  ,  §.  21.  Dunque  la  somma  degli  angoli,  che  una  retta  può 
fare  con  due  piani  a  squadra,  non  può  mai  superare  novanta  gradi, 
e  questo  caso  esige  che  la  retta  sia  perpendicolare  alla  sezione  dei  due 
piani  .  Trovandosi  poi  parallela  alla  medesima  sezione  ,  la  sua  inclina¬ 
zione  coi  piani  evidentemente  è  nulla  . 

Corollario  .  Considerando  la  inclinazione  di  una  retta  rispetto  a  tre 
piani  ortogonali  ,  si  trova  minima  nella  medesima  posizione  che  per 
due  ;  e  massima  quando  fa  angoli  uguali  con  tutti  tre  ,  cioè  quando 
s’  inclina  come  la  diagonale  del  cubo  rispetto  alle  faccie  .  La  minima 
somma  si  trova  poi  di  go°. ,  e  la  massima  di  io5.°  .47'.  39".  (*) . 


(*)  Si  chiamino  «  ,  jS  ,  7  gli  angoli  chela  retta  obbiettiva  forma  rispettivamente 
coi  tre  piani .  Nessuno  di  loro  potendo  superare  un  retto  ,  ne  viene  lche  la  loro  som- 
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1 2  Della  linea  retta  , 

§.  28.  Problema  3.  Data  una  retta  ed  un  punto  ,  descrivere  le  pro¬ 
iezioni  di  una  retta  che  passi  pel  punto  ,  ed  incontri  la  retta  con  as¬ 
segnata  inclinazione . 

S.  Sia  PO  — pq  la  retta  ,  ed  lì —  /•  il  punto  f  Fi g.  8  .  Si  fìssi  un  pun¬ 
to  qualunque  Q  —  q  della  retta  ,  e  tirando  le  QR  ,  qr  ,  rappresen¬ 
teranno  esse  una  retta  ,  che  passa  pel  punto  dato ,  ed  incontra  la  retta 
parimenti  data.  Si*  trovino  i  punti  P'  ,  S  ove  le  rette  PQ  —  pq  , 
QR  —  qr  raggiungono  il  piano  (I.)  §.  19.  Si  trovino  parimenti  le 
lunghezze  reali  di  queste  due  rette  §.  20.  ,  alle  quali  si  pongano  uguali 
ordinatamente  le  P'Q' ,  SQ' .  Pel  punto  R  si  conduca  una  retta  per¬ 
pendicolare  alla/3'^,  la  quale  taglierà  in  un  punto  R‘  la  SQ' .  Per  R ' 
si  tiri  la  R'T' ,  che  faccia  l’angolo  R'T'Q'  uguale  a  quello  di  condi¬ 
zione  .  Per  T'  si  faccia  passare  una  retta  perpendicolare  alla  P'S  , 
che  seghi  in  T  la  PQ  .  Determinato  finalmente  il  punto  t  corrispon¬ 
dente  al  T  per  opera  del  §.  8  ,  saranno  IR  —  tr  le  projezioni  della 
retta  richiesta  . 

Suppongasi  il  triangolo  P'Q'S  ruotare  intorno  la  P'S  ,  finche  rie¬ 
sca  projeltato  in  P'QS  .  Il  punto  T‘  si  dovrà  projettafe  nella  PQ  , 
perchè  è  un  punto  della  obbiettiva  da  essa  rappresentata  ;  e  parimenti 
dovrà  questo  medesimo  punto  projettarsi  nella  retta  TT'  perchè  nell’  in¬ 


ma  sarà  massima  o  minima  ,  secondo  che  sarà  massima  0  minima  la  somma  de’  Imo 
seni  ,  cioè  la  funzione  . 

seu.  x  +  sen.  fi  +  sen.  7  =  sen.  x  +  sen.  fi  -f-  |/ (  1  — »  sen*  x  —  sen)  fi  )  . 

Differenziando  questa  espressione  ,  e  ponendo  uguali  a  zero  i  coefficienti  di  d.  sen.  x  , 
d.  seu.  fi  avremo 

sen.  x  =  i/(.  —  sen)  x  —  sen"  fi)  »  sen  -fi  —  l/ (  1  —  sen)  x  —  sen.  fi  ) 

onde 

; 

sen.  «r=sen.  jS  =  sen.  7=— -  ,  il  che  darà  sen.  x  -j-sen.  fi  -J-  sen.  7  =  j/3  . 

Vi 

Questo  risultato  dà  il  valor  massimo  della  somma  degli  angoli  ,  perciocché  ponendo 
sen.  x  —  sen.  fi  —  o  ,  si  ha  sen.  x  -f-  sen.  fi  4-  sen.  7=1,  clic  evidentemente  è  il  va¬ 
lor  minimo  . 

Dunque  la  massima  somma  di  tre  angoli  si  ha  quando  sono  uguali  ,  e  ciascuno  ha 
per  seno  -h  ,  al  quale  corrisponde  l’angolo  di  35.°  i5'.  ó3",  c  la  minima  quando  la 

Vi 

retta  ò  parallela  ad  uno  dei  tre  piani . 


E  DEE  PIANO. 


/ 


i3 

dicata  motazione  ogni  punto  ruotante  descrive  un  arco  di  cerchio  col 
suo  piano  normale  all’ asse.  Dunque  il  punto  T'  si  progetterà  in  T. 
Similmente  si  prova  che  il  punto  R  è  la  proiezione  di  Pi  ;  per  conse¬ 
guenza  TR  —  tr  saranno  le  projezioni  della  T'R! .  Ma  questa  retta  per 
costruzione  fa  colla  P'Q'  un  angolo  uguale  a  quello  stabilito  dalla  con¬ 
dizione  del  problema  ;  nè  la  posizione  reciproca  delle  due  rette  si  al¬ 
tera  per  la  indicata  motazione  ,  dunque  TR  — •  tr  sono  le  projezioni  di 
una  retta  che  scioglie  il  quesito  . 

Corollario  i.  Due  sono  le  rette  che  soddisfano  la  dimanda  delia  pro¬ 
posizione ,  salvo  il  caso  che  l’angolo  assegnato  sia  retto  .  Il  problema  non 
ammette  allora  che  una  sola  risoluzione  . 

Corollario  2.  Posto  che  ogni  punto  del  sistema  ruotante  descrive  un 
arco  di  cerchio  normale  all’asse.,,  il  quale  contiene  il  centro,  si  potrà 
segnare  facilmente  il  punto  Q'  anche  in  quest’  altro  modo  .  Si  conduca 
per  Q  una  perpendicolare  alla  SP'  ?  sopra  la  quale  si  noti  la  porzione 
HQ'  uguale  all’  ipotenusa  di  un  triangolo  rettangolo  ,  che  abbia  per 
cateti  le  QH ,  qd  . 

§.  24.  Problema  4*  Poste  due  rette  nello  spazio  che  s’  incontrino  , 
determinare  l’ angolo  di  loro  inclinazione  . 

Siano  le  PQ  — pq  ,  QS —  qs  ,  Fig.  8  ,  ed  è  palmare  ,  che  ,  ripe-  Jìg. 8. 
tuta  la  costruzione  antecedente  ,  si  avrà  nell’  angolo  P'Q  S  la  misura 
della  loro  inclinazione  scambievole  . 

Corollario  .  Trasportato  nello  spazio  il  triangolo  P'Q'S  come  an¬ 
tecedentemente  ;  cioè  per  modo  di’ ei  si  projetti  in  P'QS  ,  si  vede  che 
l’angolo  obbiettivo  Q1  è  minore  della  sua  projezione  Q ,  mentre  gli  altri 
due  Q'P'S  ,  Q'SP'  superano  ambidue  le  loro  projezioni  QP'S  ,  QSP'  « 

Nou  è  dunque  costante  il  rapporto  tra  le  grandezze  angolari  ,  e  le 
loro  projezioni  ,  come  avviene  delle  grandezze  lineari .  Per  questo  suc¬ 
cede  nelle  operazioni  della  Geodesia  ,  che  un  angolo  osservato  tra  due 
oggetti  terrestri  ,  nel  ridurlo  all’  oiizonte  alle  volte  cala  ,  e  alle  volle 
cresce  .  Ma  non  si  ha  alcun  criterio  per  distinguere  a  priori  queste 
diverse  combi nazioni'  ;  dipendono  dall’  ampiezza  ,  e  dalla  posizione 
dell’  angolo  osservato  rispetto  all’  orizzonte  sovra  cui  si  projetta  . 


Della  linea  retta  , 
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LEZIONE  2,. 

Proposizioni  elementari  riguardanti  il  piano  . 

'  ^ 

§.  a5.  Problema  i.  Dati  tre  punti  rappresentare  graficamente  il  pia¬ 
no  da  essi  determinato  . 

Basta  trovare  le  sue  traccie  sovra  i  piani  coordinati  §.  16.  Siano 

9.  dunque  A  —  a  ,  B  —  &  ,  C  —  c  ,  Fig.  9 ,  i  tre  punti  dati .  Si  congiun¬ 
gano  tanto  in  un  piano  che  nell’ altro  con  due  rette  corrispondenti, 
per  modo  d’  esempio  AB  ,  ab  ;  BC ,  bc  .  Si  trovino  i  punti  A' ,  C  ,  in 
cui  le  rette  BA  —  ba  ,  BC — bc  trapassano  il  piano  (I.)  §.  19  ,  e 
la  retta  A'C  sarà  la  traccia  del  piano  obbiettivo  sul  piano  (I.). 

Questo  è  evidente  ,  perciocché  ciascuna  di  quelle  rette  esiste  nel 
piano  dei  tre  punti  ;  e  d’  altronde  è  nolo  per  gli  elementi  della  geo¬ 
metria  ,  che  la  intersezione  di  due  piani  è  una  retta  ,  e  che  due  punti 
determinano  una  retta  . 

Ripetuta  la  medesima  costruzione  sull’  altro  piano  coordinato  si  con¬ 
seguirà  la  seconda  traccia  . 

Corollario  1.  Si  può  fare  a  meno  di  trovare  ambedue  li  punti  d’ in¬ 
contro  delle  rette  BA  —  ba  ,  BC — bc  col  piano  (li.)  .  Basta  se¬ 
gnarne  un  solo,  come  si  vede  eseguito  in  e,  perchè  un’altro  punto 
della  traccia  sul  piano  (II.)  si  ha  in  D ,  ove  la  traccia  del  (I.)  taglia 
la  MX  . 

Corollario  2.  Se  una  delle  due  traccie  riesca  normale  alla  MX  il 
piano  dei  tre  punti  è  normale  all’  altro  dei  coordinati  .  E  così  ad  am¬ 
bedue  se  le  traccie  sieno  parimenti  ambedue  normali  alla  MX. 

§.  26.  Problema  2.  Dato  un  piano,  e  fissato  un  punto  in  uno  de’ pia¬ 
ni  coordinati  come  projezione  di  un  punto  del  piano  assegnato  ,  ricer¬ 
casi  1’  altra  projezione  corrispondente  alla  prima  . 

Sia  AD  e  ,  Fig.  io.  Tav.  II  ,  il  piano,  ed  i\rla  projezione  del  punto  . 

10.  Condotta  per  N  una  parallela  alla  traccia  DA  ,  dal  punto  N[  dove  essa 
incontra  la  MX,  si  spicchi  la  normale  N'n' .  Per  n'  si  tiri  n'n  parallela 
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ad  MX ,  e  da  N  una  normale  alla  stessa  MX ,  la  quale  segherà  la  zz/z7 
nel  punto  della  richiesta  proiezione  . 

Le  projezioni  NN' — nri  rappresentano  una  retta  parallela  alla  trac¬ 
cia  AD  —  MX  del  piano  dato  §.  17.  Questa  medesima  retta  inoltre 
passa  per  un  punto  del  piano  proposto  ,  avvegnaché  n' ,  dove  essa  in¬ 
contra  il  piano  (IL)  §.  19,  è  un  punto  del  medesimo  piano.  Le  quali 
condizioni  richiedono  essenzialmente  che  la  retta  NN' — zzzz7  sia  co¬ 
stituita  nel  piano  A  De  .  Dunque  N —  n  è  un  punto  di  questo  pia¬ 
no,  ossia  n  è  la  projezione  che  corrisponde  ad  N,  quand’  esso  rappre¬ 
senta  un  punto  del  piano  assegnato  . 

27.  Problema  3.  Dato  un  piano  ed  un  punto  ,  condurre  pel 
punto  un  piano  parallelo  al  dato  . 

Sia  ADe  il  piano,  ed  N — n  il  punto ,  Fig.  11  .  Per  N  si  tiri  la 
NN'  parallela  alla  traccia  AD ,  e  per  11  la  un'  parallela  alla  MX  .  Con¬ 
dotta  da  N'  la  N'n'  normale  alla  MX  si  guidi  per  n'  la  n'F  parai-  fig.i  1. 
lela  alla  traccia  De  ,  e  per  F  la  FG  parallela  all’  altra  traccia  DA  . 

Sarà  GFn!  il  piano  richiesto  . 

I  due  piani  ADe  ,  GFn\  sono  paralleli  ,  e  questo  è  noto  dai  prin¬ 
cipi  elementari  della  geometria  dei  piani  .  Inoltre  poi  il  piano  GFn' 
contiene  il  punto  N —  n  §.  24  ,  dunque  egli  dà  la  risoluzione  del 
quesito  . 

§.  28.  Problema  4-  Dato  un  piano  misurare  gli  angoli  della  sua 
inclinazione  coi  due  coordinati  . 

Sia  ADe  il  piano,  Fig.  12  .  Da  un  punto  qualsivoglia  M  della  MX 
sia  condotta  MO  perpendicolare  alla  traccia  AD  del  piano  ,  e  la  Ae 
perpendicolare  alla  MX  .  Presa  nella  MX  la  MO'  uguale  alla  MO 
si  meni  O'e  .  Sarà  eO'M  1’  angolo  che  misura  la  inclinazione  del 
piano  ADe  col  (I.)  . 

Riprenda  il  piano  (II.)  la  naturai  sua  posizione  normale  al  (I.)  ,  e 
d’  intorno  la  verticale  eM  ruoti  il  triangolo  eMO'  ,  finché  MO' 
coincida  con  MO  .  Il  punto  O'  trasferito  in  O  si  troverà  nel  piano 
obbiettivo  in  cui  giace  ancora  il  punto  e  ,  e  quindi  la  retta  eO'  . 

Il  piano  del  triangolo  eMO'  sarà  poi  perpendicolare  al  piano  (I.)  , 
perchè  passa  per  Me  ,  ed  al  piano  obbiettivo  per  la  ragione  che  V  ob¬ 
biettivo  medesimo  ADe  passa  per  la  DA  normale  per  costruzione  al 


iG  Della  linea  retta,  _ 

piano  eMO' .  Dunque  1’  angolo  eO'M  misura  la  scambievole  inclina¬ 
zione  di  questi  due  piani  . 

Con  analoga  costruzione  si  rinviene  Y  angolo  Ao'M  uguale  a  quello 
che  comprende  il  piano  assegnato  col  (II.)  de’  coordinati . 

§.  29.  Teorema  1.  La  somma  degli  angoli  che  un  piano  fa  coi  due 
coordinati  non  può  essere  nè  minore  di  90.0  nè  maggiore  di  180.0 

Se  una  retta  è  perpendicolare  ad  un  piano  ,  Y  angolo  che  essa  fa  con 
un  altro  piano  è  complemento  dell’  angolo  che  fanno  i  due  piani  fra 
di  loro  . 

Questa  proposizione  ci  offre  la  dimostrazione  del  teorema  .  Immagi¬ 
nando  una  retta  perpendicolare  al  piano  ,  la  somma  degli  angoli  for¬ 
mali  dal  piano  stesso  coi  due  coordinati  sarà  uguale  a  180.0  meno  la 
somma  degli  angoli  formati  dalla  retta  .  Ma  al  §.  22.  abbiamo  veduto 
che  questa  somma  sta  fra  zero  ,  e  90. 0  ,  dunque  la  somma  degli  angoli 
del  piano  non  può  superare  180.0  ,  nè  essere  più  piccola  di  90.0 

Nel  caso  della  massima  somma  il  piano  sarà  ortogonale  ad  ambedue 
i  coordinati ,  e  nel  caso  della  minima  sarà  parallelo  alla  loro  intersezione. 

Corollario  .  Volendo  passare  alla  considerazione  degli  angoli ,  che  il 
piano  fa  con  tre  coordinati  si  troverà  ragionando  similmente  ,  ch’ella 
non  può  nè  essere  più  grande  di  180.0,  nè  più  piccola  di  164.0  12'.  21". 

Massima  è  dunque  la  somma  di  queste  inclinazioni ,  allorché  il  pia¬ 
no  è  perpendicolare  ad  uno  dei  tre  coordinati .  E  poi  minima  quando 
il  piano  fàccia  angoli  uguali  coi  tre  coordinati  ,  cioè  quando  si  trova 
rispetto  ad  essi  come  la  base  del  tetraedro  rettangolo  rispetto  alle  faccie  . 

§.  3o.  Problema  5.  Dati  due  piani  descrivere  le  projeziorii  della 
retta  in  che  si  tagliano  . 

Siano  DCd  ,  BAb  i  due  piani ,  Fig.  i3. 

Jìg.CÒ.  Il  punto  E  sul  piano  (I.)  ,  ed  il  punto  f  sul  (II.)  ,  appartengono 
evidentemente  alla  retta  in  cui  si  tagliano  i  due  piani  .  Projettato  dun¬ 
que  il  puntoy  in  F  sul  piano  (I.) ,  ed  il  punto  Zi  in  e  sul  (II.),  sa¬ 
ranno  patentemente  EF — ef  le  richieste  projezioni . 

§.  3i.  Problema  6.  Determinare  1  angolo  formato  da  due  piani  . 

Siano  BAb,  DCd,  Fig.  1 4-  •  Si  descriva  la  projezione  EF  della  ret- 
Jìg.  14.  ta  in  che  si  tagliano  §.  3o.  Si  tiri  ad  essa  una  normale  GH ,  la  quale 
sarà  normale  altresì  al  piano  progettante  EFf .  Tutti  i  piani  che  pas- 
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sano  per  la  GH  saranno  dunque  normali  all’  EFf ,  e  tra  questi  ve 
ne  sarà  uno  altresì  normale  alla  intersezione  dei  due  piani  proposti  . 

Si  trasportino  le  lunghezze  FI ,  FE  sulla  MX  in  Fi ,  Fe  .  Si  con¬ 
giunga  f  con  e  ,  e  si  tiri  la  ik  normale  alla  fe  .  Presa  la  1K  uguale 
alla  ik  ,  e  disegnate  le  rette  KG ,  /£#,  l'angolo  GKH  sarà  uguale 
a  quello  che  comprendono  i  due  piani  BAb  ,  DCd . 

Intendendo  che  il  piano  (II.)  riprenda  la  sua  naturai  positura  ,  ed 
indi  che  il  triangolo  fFe  ruoti  intorno  alla  fF,  finche  Fe  combaci  con 
FE  ,  evidentemente  fe  si  confonderà  colla  intersezione  dei  due  piani 
proposti  ,  ed  il  punto  i  con  I .  Dunque  il  piano  GKH  sarà  norma¬ 
le  alla  ef  (*)  ,  e  l’angolo  GkH  sarà  quello  dei  due  piani  .  Inten¬ 
dendo  finalmente  che  il  piano  GkH  ruotando  intorno  la  GH  si  ada¬ 
gi  nel  piano  (I.)  evidentemente  il  punto  k  si  reca  i n  K  ,  e  perciò 
l’angolo  GKH  è  uguale  a  quello  che  misura  l’inclinazione  dei  due 
piani  BAb  ,  DCd  . 

LEZIONE  3. 

Continua  V  Argomento  delle  due  Lezioni  precedenti . 

— —CC©CC  »€€©©•-  — 

§.  32.  Problema  1.  Dato  un  piano  ed  una  retta  trovare  le  proie¬ 
zioni  del  punto  d’ incontro  del  piano  colla  retta  . 

Sia  LDc  il  piano  ,  AB  —  ab  la  retta  ,  Fig.  i5.  Dai  punti  C,  E  si  li-  fig. 
rino  le  Cc,Ee  perpendicolari  alla  MX ,  e  si  uniscano  i  punti  c,  e, 
con  una  retta  .  Il  punto  i ,  dove  questa  retta  taglia  la  ab  ,  sarà  projezione 
sul  piano  (II.)  del  punto  d’ incontro  fra  la  retta  ed  il  piano  proposto  . 

L’  obbiettiva  AB  —  ab  si  trova  nel  piano  projettante  BCc  .  Dun¬ 
que  il  punto  in  cui  la  retta  AB  —  ab  raggiunge  il  piano  LDc  sarà 
nella  intersezione  di  questo  piano  con  il  BCc  .  Ma  sul  piano  (II.) 
ec  rappresenta  la  retta  in  cui  si  tagliano  questi  due  piani  §.  3o. ,  e 
però  in  questa  retta  dev’  essere  la  projezione  del  punto  richiesto  .  Deve 
inoltre  trovarsi  nella  ab  ,  e  dunque  sarà  il  punto  i  comune  ad  ambedue. 
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18  Della,  linea  retta, 

La  corrispondente  projezione  I  sul  piano  (I.) ,  che  deve  trovarsi  nella 
AB  ,  si  determina  col  criterio  del  §.  8  ,  tirando  per  i  una  normale 
alla  MX . 

Corollario  .  Se  la  retta  AB  —  ab  sia  normale  al  piano  LDc  anche 
il  piano  projettante  BCc  sarà  normale  al  proposto  .  Questi  due  piani 
sono  poi  tagliati  dal  (I.)  in  AB  ,  DL  ,  le  quali  saranno  scambievol¬ 
mente  ortogonali  ,  per  la  ragione  ,  che  il  medesimo  piano  (I.)  è  per¬ 
pendicolare  al  projettante  .  All’  istessa  maniera  si  dimostra  che  sono  vi¬ 
cendevolmente  ortogonali  le  ab  ,  cD  ,  e  quindi  si  conclude  che  una 
retta  perpendicolare  ad  un  piano  ha  sempre  le  sue  projezioni  nor¬ 
mali  cdle  traccie  del  piano  . 

§.  33.  Problema  2.  Dato  un  piano  ,  ed  una  retta  trovare  1’  angolo 
di  scambievole  loro  inclinazione  . 

Immaginando  che  da  un  punto  della  retta  data  si  spicchi  una  per¬ 
pendicolare  al  piano  ,  è  manifesto  che  1’  angolo  compreso  dalle  due  rette 
è  complemento  di  quello  formato  dalla  retta  proposta  con  il  piano  . 
Misurata  dunque  f  inclinazione  delle  due  rette  §.  24. ,  si  avrà  nota  nel 
suo  complemento  1’  ampiezza  dell’  angolo  ricercato  . 

§.  34.  Problema  3.  Per  un  determinato  punto  tirare  una  retta  che 
faccia  angoli  dati  coi  due  piani  coordinati  . 

S’intenda  costituito  nel  punto  assegnato  il  vertice  di  due  coni  retti, 
uno  al  piano  (I.)  ,  e  1’  altro  al  (II.)  ,  coi  loro  lati  inclinati  rispettiva¬ 
mente  a  questi  piani  secondo  viene  richiesto  dal  problema  .  La  retta 
che  si  cerca  dev’  essere  necessariamente  un  lato  tanto  dell’  uno ,  che 
dell’altro  cono. 

Ciò  posto  ,  si  faccia  passare  pel  dato  punto  un  piano  (IH.)  rettan- 
Jìg- 16,  golare  ai  due  coordinati  ,  e  rappresentiamolo  nella  Fig.  16.  Tav.  III. 
Questo  piano  taglierà  i  coni  in  due  coppie  di  rette  BctC ,  dete  ;  e  si  vede 
subito  che  il  problema  non  ammette  soluzione  se  i  due  angoli  BctC , 
dote  non  si  sovrappongano  ,  o  non  abbiano  un  lato  comune  . 

Per  trovare  in  questi  due  coni  i  lati  che  sciolgono  il  problema  ,  s’ in¬ 
tenda  costituito  nel  loro  vertice  il  centro  di  una  sfera  di  raggio  arbi¬ 
trario  ,  la  quale  verrà  rappresentata  da  una  circonferenza  che  abbia  il 
centro  in  et.  Congiunti  con  delle  rette  i  punti  B ,  C,  ed  i  punti  e,  r/, 
in  che  la  circonferenza  taglia  i  lati  dei  due  angoli  ,  si  rileva  facilmente 
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che  queste  due  rette  sono  perpendicolari  1’  una  all’  altra  .  Mettiamole 
dunque  a  rappresentare  i  soliti  due  piani  coordinati  ,  la  MB  il  (I.) , 
la  Me  il  (II.)  . 

La  sfera  taglia  i  coni  in  due  circonferenze  una  delle  quali  si  pro- 
jetta  sul  piano  (III.)  in  de  ,  e  l’altra  in  BC .  Supponiamole  ambedue 
ripiegate  nel  piano  della  figura  in  dhe  ,  BHC ,  mediante  un  quarto 
di  rivoluzione  intorno  a’ loro  respettivi  diametri  de ,  BC .  E  chiaro  che 
i  due  punti  //,  ed  li  coincidevano  prima  del  rivolgimento  delle  due 
circonferenze,  perciocché  si  trovavano  entrambi  projettati  in  il/,  e  so¬ 
pra  una  medesima  superficie  sferica  .  Dunque  il  punto  M  rappresenta 
un  punto  comune  ai  due  coni  due ,  BctC  . 

Di  qui  apparisce  subito  che  la  retta  condotta  da  questo  punto  al 
vertice  dei  due  coni  scioglie  il  problema  .  Le  projezioni  di  questa  retta 
sono  a,M  sul  piano  (HI.)  ,  AH  sul  piano  (I.)  ,  ed  ah  sul  (II.)  ;  ma 
volendo  combinare  quella  del  (I.)  con  quella  del  (II.)  ,  bisogna  supporre 
che  il  piano  (II.)  abbia  ruotato  d’ intorno  al  punto  M  per  un  quarto 
di  rivoluzione,  di  guisa  che  il  punto  X  si  rechi  in  Z,  e  Z  in  X' . 

Considerando  le  intere  circonferenze  diteli'  ,  BHCH'  ,  si  vede  che 
eziandio  i  punti  H' ,  h'  coincidono  insieme  ,  alloracchè  si  trasferiscono 
nella  superficie  della  sfera  .  Dunque  si  ha  un  altra  retta ,  che  soddisfa 
le  condizioni  richieste,  nella  nM — AH'  —  ah'. 

Finalmente  la  sfera  del  centro  et  non  solo  taglia  i  coni  nelle  due  laide 
sopra  le  quali  abbiamo  ragionato  sinora  ,  ma  eziandio  nelle  falde  oppo¬ 
ste  ,  e  le  nuove  circonferenze  clan  luogo  a  due  altre. soluzioni .  Disegnan¬ 
do  anche  queste ,  si  trova  assai  di  leggieri  che  esse  vengono  rappresen¬ 
tate  nei  prolungamenti  di  quelle  medesime  rette  ,  le  quali  rappresen¬ 
tano  le  prime  due  . 

Se  dunque  R  —  r  sia  un  altro  punto  qualunque,  pel  quale  si  tratti 
di  condurre  delle  rette  inclinate  a' piani  (I.),  e  (II.),  coni’ è  richiesto 
dal  problema  ,  condotte  che  siano  per  R  le  PP'  ,  QQ1  parallele  ris¬ 
pettivamente  alle  AH1 ,  AH ,  e  per  r  le  pp' ,  qq'  parallelamente  alle 
ah' ,  ah  ,  trasportate  nella  posizione  accennata  di  sopra  ,  si  avranno  de¬ 
terminate  tutte  quattro  le  rette  che  sciolgono  il  quesito  rispetto  al 
punto  R  —  r  ,  e  saranno  le  PP' — pp'  ,  PP[  —  qq'  ,  QQ[ — qq\ 

QQ'—pp'- 
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Della  linea  retta  , 

§.  35.  Problema  4*  Per  una  data  retta  condurre  un  piano  che  s’in¬ 
clini  ad  uno  dei  coordinati  con  angolo  assegnato  . 

Sia  AB  —  ab  ,  Fig.  17.  ,  la  retta  ,  e  si  trovino  i  punti  B  ,  a  dove  in¬ 
contra  i  piani  coordinali  §.  19,  per  ciascun  de’ quali  dovrà  passare  la 
JìgA^j.  corrispondente  traccia  del  piano  richiesto .  Ciò  posto,  si  costruisca  nel 
punto  a  1’  angolo  CaA  uguale  al  complemento  di  quello  sotto  cui  de¬ 
visi  inclinare  al  (I.J  il  piano  ricercato  ..  Finalmente  col  centro  A  e  col 
raggio  AC  descrivasi  un  circolo  ,  al  quale  si  tiri  la  tangente  BUG  che 
sarà  una  traccia  del  piano  dimandato  ,  e  Y  altra  risulterà  congiungcn- 
do  il  punto  G  con  a  . 

Imperciocché  supposto  ruotare  il  triangolo  CAa  intorno  al  cateto  Aa 
finche  il  punto  C  si  trasferisca  nel  punto  di  contatto  II,  il  suo  pia¬ 
no  ,  restando  costantemente  perpendicolare  al  (1.)  ,  diverrà  perpendi¬ 
colare  anche  alla  GB  (*) .  Quindi  l’angolo  aCA  misura  quello  d’in¬ 
clinazione  del  piano  BGa  col  (I.) .  Inoltre  esso  passa  per  i  due  pun¬ 
ti  B  ed  a ,  vale  a  dire  per  la  retta  data  . 

Corollario.  Due  sono  i  piani  che  disciolgono  il  quesito  ,  perchè  dal 
punto  B  si  possono  condurre  due  tangenti  alla  circonferenza  HCh  , 
l’altro  de’ quali  è  il  Bga  . 

§.  36.  Problema  5.  Dato  un  punto,  condurre  per  esso  un  piano 
che  làccia  angoli  noti  coi  due  coordinati  . 

Per  risolvere  questo  problema,  basterebbe  additare  il  §.  34  ,  mediante 
il  quale  si  potrebbe  condurre  pel  dato  punto  una  retta  inclinata  a’  pia¬ 
ni  coordinati  secondo  i  rispettivi  complementi  degli  angoli  di  condi¬ 
zione  ;  ed  il  corollario  del  §.  32  ,  per  mezzo  del  quale  si  potrebbe  ti¬ 
rare  un  piano  normale  alla  detta  retta  .  Un  tale  piano  s’  inclinerebbe 
ai  coordinati  secondo  si  ricerca  §.  29.  Ma  per  maggiore  esercizio  di 
queste  costruzioni  grafiche  offriamo  la  seguente  risoluzione  . 

Jig.  18.  Sia  A  —  a  ,  Fig.  : B  ,  il  punto  dato.  Supponendo  in  esso  costituito 
il  vertice  di  due  coni  retti  ,  uno  al  piano  (I.)  c  uno  al  (II.)  ,  i  cui  lati 
siano  inclinati  rispettivamente  a  questi  due  piani ,  quant’  è  richiesto  dal 
problema  ,  il  piano  ,  che  si  tratta  di  condurre  ,  dovrà  necessariamente 
essere  tangente  all’  uno  ,  ed  all’  altro  cono  . 
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Per  tanto  si  rappresentino  coi  cìrcoli  (/>) ,  (Z>)  le  basi  elei  due  coni  , 
e  s’ intendano 'in  essi  inscritte  due  sfere.  Il  piano  tangente  ai  due  coni 
toccherà  pure  le  due  sfere,  perciocché  il  contatto  del  piano  coi  coni 
accade  in  tutta  la  estensione  di  un  lato  ,  che  è  quanto  elice  che  il  piano 
tocca  tutte  le  circonferenze  descrittibili  sulle  superfìcie  coniche  ,  e  le 
sfere  inscritte  nei  coni  li  toccano  in  una  di  queste  circonferenze  .  In¬ 
oltre  se  inlendansi  uniti  con  una  retta  i  due  punti,  nei  quali  il  piano 
tocca  le  sfere ,  epiesta  retta  sarà  nel  piano  tangente,  e  nell’  istesso  tem¬ 
po  il  lato  di  un’altro  cono,  che  circoscriva  entrambe  le  sfere  .  Sicché 
il  piano  tangente  ai  primi  due  coni  lo  sarà  eziandio  di  questo  terzo  . 

Progettati  dunque  i  due  coni  sul  piano  (III.)  in  cete'  ,  detd!  ,  s’  in¬ 
serisca  rispettivamente  in  questi  angoli  uu  circolo  Ji  raggio  arbitrario  , 
che  rappresenterà  una  sfera  corrispondentemente  inscritta  nel  cono  . 
Condotta  una  tangente  comune  ai  due  circoli  ,  verrà  notoriamente  rap¬ 
presentalo  in  v  il  vertice  del  cono  che  circoscrive  le  due  sfere  .  Ora  , 
il  piano  tangente  a  tutti  questi  coni  deve  passare  pei  loro  vertici  rap¬ 
presentati  in  a  ed  in  e  quindi  per  la  retta  parimenti  rappresentata 
dalla  civ  sul  piano  (111.),  e  sul  (I.)  nella  Aa .  Tale  retta  incontra  il  pia¬ 
no  (I.)  nel  punto  R  ,  laonde  la  traccia  del  piano  che  si  cerca  deve  pas¬ 
sare  pel  punto  R ,  ed  essere  tangente  al  circolo  (B)  per  quanto  si  è 
detto  di  sopra  .  Dunque  le  due  rette  RE ,  RF ,  sono  le  traccie  di  due 
piani  che  soddisfano  il  quesito  ,  e  le  loro  corrispondenti  sul  piano  (II.) 
Et ,  Er  sono  determinale  dalle  condizioni  di  dover  essere  tangenti  al 
circolo  (Z>)  ,  ed  incontrare  la  retta  Aa  nel  punto  in  cui  l’ obbiettiva 
Aa — a.v  raggiunge  il  piano  (Ih)  .  ' 

Corollario  .  Due  sono  i  coni,  che  possono  circoscrivere  le  due  sfere , 
1’  altro  de’  quali  ha  il  vertice  rappresentato  in  v'  ;  sicché  vi  sono  due 
altri  piani  tangenti  ai  primi  due  coni  ,  ed  a  questo  terzo  ,  che  parimenti 
sciolgono  il  problema  .  Le  loro  traccie  per  la  ragione  delta  anteceden¬ 
temente  sono  le  RE' ,  R  F'  sul  piano  (I.) ,  ed  E'r' ,  F't'  sul  piano  (II.)  . 

§.  37.  Problema  Ci.  Due  rette  essendo  date  nello  spazio  ,  costruire  le 
projezioni  di  un’  altra  che  sia  normale  ad  entrambe  . 

Nominiamo  R  ,  ed  R1  le  rette  proposte,  ed  intendiamo  condotto  per 

ciascheduna  un  piano  parallelo  all’  altra  .  Questi  due  piani  risulteranno 
paralleli  fra  di  loro  .  Concepiamo  inoltre  per  condanna  di  esse  rette 
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Della  linea  retta  , 

un’altro  plano  perpendicolare  a-i  primi  due ,  e  la  loro  intersezione  sarà 
normale  ai  medesimi  piani  ;  e  sarà  poi  anche  normale  tanto  alla  retta 
R  ,  quanto  alla  R  ,  le  quali  incontrano  tutte  due  la  retta  comune  ai 
piani ,  che  si  tagliano  . 

Ciò  premesso  ,  sia  AB  —  ab  ,  Fig.  19.  Tav.  IV. ,  la  retta  R  ,  CD  —  cd 
Jig.  1 9.  la  R  .  Per  un  punto  qualsivoglia  B  —  b  della  AB  —  ab  si  conduca 
una  BE  —  be  parallela  alla  CD  —  cd  .  Le  due  rette  AB  —  ab  ,  BE  —  be 
determinano  un  piano  parallelo  alla  CD — cd  ,  le  cui  intersezioni  coi 
piani  coordinati  sono  le  AF  ^  Fb  . 

La  retta  CD  —  cd  incontra  il  piano  (I.)  nel  punto  C .  Una  per¬ 
pendicolare  che  da  questo  punto  si  conduca  al  piano  AFb  viene  pro¬ 
gettata  in  CG  —  cg ,  rispettivamente  normali  alle  traccie  AF ,  Fb  ;  cd 
il  suo  punto  d’ incontro  in  I  —  i  §.  32.  Dunque  .  se  per  la  retta  CD  —  cd 
parallela  al  piano  AFb  s’ intende  condotto  un  piano  ad  esso  normale  , 
egli  conterrà  la  retta  determinata  dalle  projezioni  CG — cg  •;  per  con¬ 
seguenza  la  sua  intersezione  col  piano  AFb  dovrà  passare  pel  punto 
1 — ì  ,  ed  essere  parallela  alla  CD  —  cd  .  Si  proietterà  dunque  nelle 
due  IN — in  ,  rispettivamente  parallele  alle  projezioni  CD  —  cd  .  E 
siccome  la  retta  IN —  in  si  trova  nel  piano  AFb  ,  in  cui  esiste  ezian¬ 
dio  la  AB  —  ab  ,  i  punti  N ,  n  ,  ove  queste  projezioni  si  tagliano  scam¬ 
bievolmente  ,  devono  per  necessità  rappresentare  un  punto  comune  alle 
corrispondenti  loro  obbiettive  .  Ma  un  tale  punto  appartiene  ,  per  ciò 
che  è  stato  detto  di  sopra  ,  alla  normale  comune  delle  due  rette  AB  —  ab  , 
CD — c<7,la  quale  si  trova  poi  anche  nell’ istessa  giacitura  rispetto  al 
piano  AFb .  Dunque  le  sue  projezioni  esser  devono  parallele  alle  CG — cg. 
e  quindi  le  rette  NP  —  np  condotte  pei  punti  iV",  ed  n  rispettivamen¬ 
te  parallele  ad  esse  ,  ed  intercelte  fra  le  projezioni  delle  rette  propo¬ 
ste  ,  sono  le  projezioni  della  loro  comune  normale  . 

Corollario  .  La  risoluzione  di  cpiesto  problema  può  divenire  sempli¬ 
cissima  per  delle  particolari  posizioni  dei  piani  coordinati,  come  per 
modo  d’ esempio  se  uno  fosse  parallelo  ad  ambedue  le  rette  ,  ovvero 
perpendicolare  ad  una  di  ìoro  ;  e  tanto  si  riduce  elementare,  che  su¬ 
perflua  ne  sarebbe  la  esposizione  . 
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LEZIONE  4. 

Delle  projezioni  delle  figure  piane  . 

- —*©©«©©©€>©— - 

§.  38.  Teorema  1.  Se  siano  date  le  projezioni  dei  vertici  degli  an¬ 
goli  di  una  figura  piana  e  rettilinea  ,  sarà  essa  determinata  di  posi¬ 
zione  di  grandezza  e  di  forma  . 

Le  rette  che  congiungono  due  a  due,  su  ciascun  piano  coordina¬ 
to  ,  le  projezioni  dei  vertici  con  quell’  istess’  ordine ,  che  hanno  tra 
loro  i  corrispondenti  punti  obbiettivi  ,  costituiscono  la  projezione  della 
figura  lato  per  lato  .  Ognuno  d’  essi  è  dunque  determinato  di  posi¬ 
zione  ,  e  grandezza  §§.  4-  e  20  ,  come  pure  la  grandezza  degli  angoli 
eh’  essi  comprendono  §.  24.  Dunque  si  potrà  geometricamente  costrui¬ 
re  nel  proprio  piano  la  figura  obbiettiva  ,  che  per  conseguenza  viene 
ad  essere  completamente  determinata  . 

§.  39.  Teorema  2.  Qualunque  figura  piana  sta  alla  sua  projezione, 
come  il  seno  tutto  al  cosseno  dell’  angolo  d’ inclinazione  ,  che  il  piano 
della  figura  forma  con  quello  di  projezione . 

Sia  primieramente  triangolare  la  data  figura,  e  projettata  in  ABC — abc,fig. 20. 
Fig.  20.  Si  trovi  la  traccia  GF  del  suo  piano  ,  e  per  un  angolo  B 
del  triangolo  ABC  si  conduca  la  BK  parallela  ad  essa  ,  la  quale  in¬ 
contri  in  K  un  lato  AC  del  detto  triangolo,  prolungato  se  occorre, 
indi  sian  condotte  le  AD  ,  CH  normali  sulla  BK  .  Questo  nuovo  trian¬ 
golo  BAK  può  esser  considerato  come  projezione  di  un  triangolo  si¬ 
milmente  circoscritto  al  triangolo  obbiettivo  ,  il  quale  avrà  un  lato  pa¬ 
rallelo ,  ed  uguale  alla  sua  projezione  BK  §.  20.  Come  sta  dunque  l’al¬ 
tezza  del  triangolo  obbiettivo  projettata  in  AD ,  alla  stessa  AD ,  così 
sarà  1’  area  obbiettiva  alla  sua  projezione  BAK .  Ma  le  due  altezze  dei 
triangoli  stanno  evidentemente  fra  di  loro  ,  come  il  seno  tutto  al  cos¬ 
seno  dell’  angolo  d’ inclinazione  formato  dal  piano  della  figura  col  (I.)  ; 
dunque  nell’  istessa  ragione  sarà  pure  il  triangolo  obbiettivo  alla  sua 
projezione  BAK  . 
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Per  la  qual  cosa  anche  il  triangolo  obbiettivo  projettato  in  BCK 
sta  alla  sua  projezione  ,  come  l’altezza  projettata  in  CH  alla  stessa  CH , 
cioè  come  il  seno  tutto  al  cosseno  della  predetta  inclinazione  ;  dunque 
il  triangolo  obbiettivo  proposto  sta  alla  sua  projezione  nell’  indicata 
ragione  . 

Dopo  ciò  sia  poligonale  la  data  figura  ,  e  potendosi  sempre  dividere 
in  triangoli  ,  ciascuno  de’  quali  ha  alla  sua  projezione  la  ragione  del 
seno  tutto,  al  cosseno  dell’ inclinazione  tra  il  suo  piano,  e  quello  di 
projezione,  ne  viene  che  pur  anche  tutta  la  figura  ha  quel  medesimo 
rapporto  alla  sua  projezione  . 

Pongasi  finalmente  curvilinea  la  detta  figura  .  In  essa  potrà  sempre 
immaginarsi  inscritta  una  serie  di  poligoni  rettilinei  che  successivamente 
le  si  vadano  accostando  .  Le  projezioni  di  questi  poligoni  saranno  in¬ 
scritte  nella  projezione  della  figura  §.  18.  ,  e  formeranno  una  serie  di 
poligoni  ,  che  sempre  più  si  accosteranno  alla  grandezza  della  medesima 
projezione  .  La  figura  proposta  sarà  dunque  limite  dei  poligoni  ad  essa 
inscritti ,  come  la  di  lei  projezione  sarà  limite  delle  projezioni  corris¬ 
pondenti  ai  detti  poligoni  .  Ma  ciascheduno  dei  poligoni  obbiettivi  ha 
alla  sua  projezione  la  ragione  del  seno  tutto  al  cosseno  dell’  angolo 
d’ inclinazione  del  piano  della  figura  con  quello  di  projezione  ;  dunque 
anche  i  rispettivi  limiti  avranno  la  medesima  ragione  . 

§.  4o.  Teorema  3.  Il  quadralo  del  numero  esprimente  l’area  d’ una 
figura  piana  uguaglia  la  somma  dei  quadrati  dei  numeri  esprimenti  le 
sue  projezioni  sopra  tre  piani  coordinati  . 

Sia  A  l’area  obbiettiva,  ed  a' ,  a" ,  a'" ,  le  sue  projezioni  sopra  i  tre 
piani  coordinati.  Siano  et ,  /3  ,  y  ,  gli  angoli  che  fa  il  piano  ( A )  ris¬ 
pettivamente  coi  tre  piani  coordinati  .  Avremo  pei  teorema  i.°  §.  3g. 

a'  zz  A  cos.  et ,  a"—  A  cos.  Q  ,  a'"zz  A  cos.  y 

onde 

a"%-h  a"'1— A '  (cos.*  et  cos//3  -+-  cos/ y)  zz  A'  • 

Corollario  i.  Se  la  figura  obbiettiva  venga  determinata  dalle  inter¬ 
sezioni  del  suo  piano  coi  tre  coordinati  ,  diverrà  la  base  di  una  pi¬ 
ramide  col  vertice  nel  punto  comune  ai  tre  medesimi  piani  coordi¬ 
nati  ,  e  ciascuna  faccia  diviene  projezione  della  base  .  Pertanto  nelle  pi- 
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rami  dì  triangolari  rettangole  il  quadrato  dell ’  ipotenusa ,  cioè  della 
faccia  opposta  all’  angolo  triedro  retto  ,  uguaglia  la  somma  dei 
quadrati  delle  altre  tre  faccie  ;  teorema  dimostrato  per  la  prima  vol¬ 
ta  da  De-Gua  . 

Corollario  2.  La  dimostrazione  di  questo  teorema  non  ha  alcuna  di* 
pendenza  dalla  posizione  dei  tre  piani  coordinati  rispetto  alla  figura 
obbiettiva ,  cosicché  vale  per  qualunque  altro  sistema  di  tre  piani  ret¬ 
tangolari  ;  e  quindi  si  vede  che  la  somma  dei  quadrati  delle  proie¬ 
zioni  d’  una  figura  piana  è  costante  sovra  qualunque  sistema  di 
tre  piani  ortogonali  . 

Corollario  3.  Tutto  quello  che  si  è  detto  finora  per  una  sola  figura 
obbiettiva  sussiste  ugualmente  per  un  numero  qualunque ,  volendole 
considerare  complessivamente  . 

§.  4 1 .  Teorema  l\.  Il  prodotto  di  due  figure,  descritte  nel  medesi¬ 
mo  piano  ,  ovvero  sia  in  piani  paralleli ,  è  uguale  alla  somma  dei  tre 
prodotti  che  si  ottengono  moltiplicando  fra  di  loro  le  rispettive  prò- 
jezioni  di  queste  figure  . 

Siano  A  ,  B  le  due  aree  obbiettive  ,  a\  a ",  a le  projezioni  dell’  una  , 
h\h'\h'"  quelle  dell’altra  ;  ed  a ,  /3  ,  y  le  inclinazioni  dei  piani  [A] , 
(B)  ai  tre  coordinati  . 

Avremo 

a'  zi  A  cos.  et  ,  a'  zz  A  cos.  /3  ,  an,zz  A  cos.  y 
b'  zzi  B  cos.  et  ,  b"  —  B  cos.  /3  ,  b'"zz  B  cos.  y 

onde 

a'  b'  -f-  a"  b"  H-  a'"  b'"_  zz  AB  (cos.*&  -+-  cos .'Q  -f-  cos. *7]  —  AB  . 

§.  4 2-  Teorema  5.  Projettando  una  figura  piana  su  tre  piani  coordina¬ 
ti  ,  e  poi  projettando  nuovamente  tanto  la  figura  obbiettiva  che  le  sue  tre 
projezioni  sovra  un  altro  piano  comunque  situato  ,  la  somma  delle  pro¬ 
jezioni  delle  tre  projezioni  uguaglia  la  projezione  della  figura  obbiettiva  . 

Ritengasi  anche  qui  che  A  esprima  1’  area  obbiettiva  ,  ed  a' ,  a" ,  a"[ 
le  sue  projezioni  sui  piani  coordinati .  Prendasi  poi  un  altro  piano  (P), 
e  sopra  di  esso  si  projetti  1’  area  A  in  B ,  e  le  aree  a ' ,  a!' ,  a"[  in 
b' ,  b" ,  b"' .  Siano  et ,  /3  ,  y  gli  angoli  che  fa  il  piano  [A)  coi  tre  coor¬ 
ti 
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Della  linea  retta  , 

di  nati  ;  cT ,  e ,  <p  gli  angoli  formati  dal  piano  (P)  cogli  stessi  tre  co¬ 
ordinati.  Finalmente  esprimasi  con  co  l’angolo  che  fanno  tra  di  loro 
i  due  piani  [A)  ,  (P) .  Avremo  (*) 

cos.  co  —  cos.  et  cos.  J  4-  cos.  fi  cos.  f  -f-  cos.  y  cos. 

Ciò  posto ,  si  ha  pel  teorema  2.  §.  3g. 

a'  rr  A  cos.  et  ,  a"  —  A  cos  fi  ,  a'"  rr  A  cos.  y 
b'  —  a'  cos.  cT  ,  b"  —  a"  cos.  e  ,  b"[  n  «'"cos.  <p 

onde 

b'  —  A  cos.  et  cos.  ,  b'[  —  A  cos.  fi  cos.  6  ,  6"!  A  cos.  y  cos.  <p  . 
Dunque 

b[  4-  b"  4-  b'"—  A  (cos.  et  cos.  cT  cos.  fi  cos.  e  4-  cos.  y  cos.  <p)  —  A  cos.  co  —B 

Corollario  1.  Se  il  piano  (P)  coincide  col  piano  [A) ,  o  gli  è  pa¬ 
rallelo  ,  sarà  cos.  ari,  e 

b[  4-  b"  4-  b"’  ~  A  ~B 

vale  a  dire  che  proj ettando  una  figura  piana  sovra  tre  piani  coor¬ 
dinati  ,  ed  indi  le  tre  projezioni  sovra  il  piano  della  figura  me¬ 
desima  ,  la  somma  delle  projezioni  delle  tre  projezioni  uguaglia 
la  superficie  obbiettiva  . 

Corollario  2.  Se  invece  d’  una  sola  figura  obbiettiva  ,  si  prenda  a 
considerarne  complessivamente  un  numero  qualunque  collocate  nello 
spazio ,  il  teorema  sussiste  nella  medesima  guisa  . 

LEZIONE  5. 

Sulla  Stereografia  de’  poliedri . 

■  ^3030393303  — 

§.  43.  Teorema  1.  Un  poliedro  è  determinalo  di  posizione,  di  gran¬ 
dezza  ,  e  di  forma  ,  quando  si  hanno  le  projezioni  di  lutti  i  suoi  vertici . 


(*)  Hachelte  .  Application  de  V  Algebre  à  la  Géornétrip ,  Art.  1 4- 
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Imperciocché  essendo  fissata  la  posizione  dei  vertici  del  solido  ,  sarà 
parimenti  cognita  la  posizione,  e  la  lunghezza  di  tutti  i  suoi  spigoli 
§§.  4  ,  e  20  ,  e  così  pure  le  sue  faccie  piane  §.  38.  Inoltre  sarà  nota 
T  ampiezza  di  tutti  gli  angoli  piani  ,  che  compongono  ciascun  angolo 
solido  §.  24.  Le  quali  cose  essendo  piucchè  sufficienti  a  poter  costrui¬ 
re  geometricamente  il  solido ,  si  vede  eh’  egli  è  pur  anche  determina¬ 
to  di  posizione . 

§.  44.  Tutti  quei  teoremi  della  precedente  Lezione  che  da  una  fi¬ 
gura  individuata  si  possono  estendere  ad  un  numero  qualunque ,  sono 
evidentemente  applicabili  ai  poliedri ,  postocchè  nuli’  altro  sono  essi  che 
una  serie  di  faccie  piane  contigue  1’  una  all’  altra  . 

§.45.  Problema  1.  Dato  un  poliedro  si  ricerca  la  posizione  del  pia¬ 
no  ,  sovra  cui  deve  projetlarsi ,  acciocché  la  somma  delle  projezioni  di 
tutte  le  sue  faccie  sia  un  massimo . 

Si  noti  a' ,  a" ,  a'",  la  somma  delle  projezioni  di  tutte  le  faccie  piane 
del  poliedro  sui  tre  piani  coordinati  .  Il  medesimo  poliedro  s’  intenda 
projettato  sovra  altri  tre  piani  ortogonali  (P'J  ,  (P")  >  {P"')  5  ed  espri¬ 
masi  con  p',p"  ,p"'  la  somma  delle  projezioni  delle  dette  faccie  su  que¬ 
sti  ultimi  piani .  Finalmente  siano  <p' ,  <p' ,  <p'"  gli  angoli  che  il  piano  ( P ') 
fa  coi  coordinati  ;  4#  j  4”  >  4  ”  quelli  formati  dal  piano  [P")  ;  e  7r\  tt",  7r 
quelli  del  piano  ( P‘ '") . 

Avremo  §.  4o*  Corollario  2. 

a'f  rr  p* -t-  p'*- h p 

e  quindi 

p'  —  V (a‘*-t-  a"*- f-  a —  p'p —  p"‘x) . 

Ora  ,  siccome  la  quantità  a'-\-  «"*H-  a'."1  è  una  quantità  costante  ,  1’  al¬ 
tra  quantità  p'  sarà  un  massimo  qualora  sia 

p"  —  o  ,  p'"m  —  o  . 

Da  queste  due  equazioni  di  condizione  noi  ricaveremo  dunque  la 
posizione  che  deve  avere  il  piano  [P') ,  affinchè  sia  massima  la  somma 
delle  projezioni  p[ .  A  tale  effetto  noi  abbiamo  §.  42. 

4* 


2& 


Della,  linea  retta  , 


a'  —  p'  cos.  <p'  4-  ^>"eos.  4#  -H  p"'  cos.  w' 
a"  =  p'  cos.  <p"  -+-  p''  cos.  4"  4-  p'"  cos.  77  " 
a"'  —  p'  cos.  <p"'  -f-  p"  cos.  4,,/  4-  p"'  cos.  sr’" 

Le  quali  equazioni ,  in  virtù  della  condizione  sovra  espressa  ,  si  ridu 
cono  alle  seguenti 

a '  =:  p‘  cos.  <p'  ,  à‘  —  p'  cos.  <p"  ,  a"[  rr  p'  cos.  o"[ 
e  si  ritrae  subito 

a *  a' 

cos.  ~  — 7  —  - - 

p  1/(0'*  + 


eos.  <p 


cos. 


4-  a'f  4-  a"'*) 


i/(</  4-  4- 


cioè  gli  angoli  <p# ,  <p" ,  <p'" ,  che  determinano  la  posizione  del  piano  [P') 
rispetto  ai  coordinati  ,  sovra  cui  la  proiezione  del  poliedro  è  un  massimo. 

Corollario  .  La  stessa  determinazione  sussiste  ugualmente  se  si  trat¬ 
tasse  d’  un  sistema  di  faccie  piane  non  contigue  ,  ma  collocate  co¬ 
munque  nello  spazio  . 

§.  46.  Teorema  2.  La  somma  delle  projezioni  di  tutte  le  faccie 
piane  d’  un  poliedro  è  costante  sovra  tutti  i  piani  ugualmente  inclinati 
a  quello  della  massima  projezione . 

Nominiamo  (  Q]  un  piano  inclinalo  secondo  qualunque  angolo  s  al 
piano  [P')  di  massima  projezione  §.  [\5.  ,  e  notiamo  0' ,  0"  ,  0'"  gli 
angoli  formati  dal  piano  (Q)  coi  tre  coordinati.  Ritenendo  le  deno¬ 
minazioni  del  paragrafo  antecedente,  si  chiami  finalmente  q  la  somma 
delle  projezioni  delle  faccie  piane  del  poliedro  eseguite  sul  piano  (  Q)  . 
Avremo  pel  §.  l^i. 


q  —  a'  cos.  0'  4-  a"  cos.  0"  4-  a"’  cos.  0"'. 
Sostituendo  per  a' ,  a" ,  a"'M  i  valori  del  paragrafo  antecedente 

q  =  p'  |  cos.  ®'  cos.  0'  4-  cos.  <p"  cos. 0" 4-  cos.  <p"'  cos.  0'"  |  —  p'  cos.  e. 
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c  mettendo  per  p‘  il  suo  valor  massimo 

cj  “  cos.  e  (  d  -f*  a'[  -+■  a1  j  . 

Dunque  la  quantità  <7  si  mantiene  costante  per  tutti  i  piani  che  fanno 
il  medesimo  angolo  s  con  quello  della  projezione  massima . 

Corollario  .  Per  un  sistema  discontinuo  di  faccie  piane  sussiste  ugual¬ 
mente  la  dimostrazione  del  teorema  . 

§.  47*  Per  eseguire  le  projezioni  dei  poliedri  non  si  possono  fissare 
regole  generali  tendenti  nè  a  facilitare  ,  nè  a  rendere  eleganti  le  co¬ 
struzioni  .  Tutto  dipende  dalla  maniera  con  cui  è  definita  la  posizione 
dei  vertici  degli  angoli  del  solido  ,  perchè  la  sua  rappresentazione  gra¬ 
fica  non  è  che  la  traduzione  in  costruzioni  lineari  d’  ogni  circostanza 
della  definizione  stessa ,  come  fu  già  detto  altrove .  Non  è ,  come  dice 
Monge ,  Géométrie  Descriptive  N.  io.,  che  con  numerosi  esempi,  e 
col  grande  esercizio  della  riga  e  del  compasso  ,  che  si  possa  acquistar 
familiarità  e  destrezza  nella  scielta  de’  metodi  più  acconci  ad  ogni  caso 
particolare  . 

§.  48.  Ma  bene  spesso  la  posizione  di  quegli  oggetti ,  che  si  ha  bi¬ 
sogno  di  rappresentare  graficamente  è  fissa  nello  spazio  .  À  questo  caso 
sono  condotti  più  che  altri  gli  Ingegneri  ,  continuamente  in  bisogno 
di  rappresentare  ponti,  chiaviche,  macchine  ,  edifizj  in  somma  d’  ogni 
genere  .  E  se  avvenga  per  azzardo  una  qualche  volta  ,  che  le  loro  de¬ 
scrizioni  eseguile  sopra  dei  piani  orizzontali  ,  e  verticali  ,  non  siano  le 
più  comode,  a  troppo  grave  dispendio  di  tempo,  e  discapito  d’accu¬ 
ratezza  ,  potrà  operarsene  direttamente  le  proiezioni  sovra  piani  di¬ 
versamente  collocati  .  Al  contrario  colla  permutazione  de’  piani  coor¬ 
dinati  ,  il  lavoro  riescirà  sempre  più  spedito  ed  esalto  ,  per  cui  si  rende 
necessario  di  poter  passare  dalla  rappresentazione  di  qualunque  oggetto 
eseguita  sopra  due  piani  coordinati  ,  ad  altra  eseguita  sovra  piani  situati 
comunque  rispetto  a’  primi  due  . 

Nè  soltanto  per  questo  motivo  ,  e  per  quelli  del  §.  9  ,  può  essere 
utile  la  permutazione  de’  piani  coordinati  .  Ben  altri  ne  riscontreremo 
in  seguito  ,  per  procacciare  semplicità  ,  ed  eleganza  alla  soluzione  dei 
quesiti  più  sublimi  della  Geometria  Descrittiva  . 


3o 


Della  linea  retta  , 


'LEZIONE  6'. 

Sulla  per  mutazione  de ’  piani  coordinati  . 

-  ■  —  CCCCCCCCP» 

§.  lyij.  La  risoluzione  del  problema  di  permutare  i  jnani  coordinali 
si  riduce  a  condurre  da  un  punto  assegnato  nello  spazio  ,  per  mezzo 
delle  sue  projezioni  sovra  i  primi  piani  coordinati ,  delle  perpendico¬ 
lari  sui  nuovi  piani  di  projezione ,  ed  a  disegnare  i  punti ,  ove  le  dette 
perpendicolari  incontrano  quei  piani  .  A  quest’  operazione  può  benis¬ 
simo  soddisfarsi  per  mezzo  del  §.  32.  Ma  applicando  senz’  altr’  artifi¬ 
cio  quella  costruzione  ai  varj  casi  che  possono  occorrere  verrebbe  il 
più  delle  volte  ingombra  di  linee  ausiliarie  tutta  la  figura  dell’  imma¬ 
gine  ,  senza  vantaggio  alcuno  in  quanto  all’  accuratezza  .  Riuscirà  dun¬ 
que  non  poco  utile  una  costruzione  ,  per  quanto  si  possa  semplice 
ed  eseguibile  a  parte,  cioè  fuori  dell’  immagine  dell’  obbietto  .  Quella  del 
Sig.  Professore  Tramontini  parmi  pregevolissima  per  tutti  questi  titoli  . 

§.  5o.  Problema  i.  Date  le  projezioni  d’  un  sistema  di  punti  ,  de¬ 
scrivere  le  sue  projezioni  sopra  due  altri  piani  coordinati  . 

Siano  A  —  a  ,  B  —  b  ,  C  —  c,  ec.  i  punti  dati ,  ed  LDh ,  Fig.  21., 
uno  dei  nuovi  piani  ,  sovra  cui  trattasi  di  riportarne  le  projezioni  . 

Si  trovi  1’  inclinazione  del  piano  LDh  col  (I.)  §.  28. ,  e  gli  si  fac¬ 
cia  uguale  l’angolo  KOX.  Sopra  la  traccia  DL  sian  condotte  le  per¬ 
pendicolari  A  I ,  B  II ,  C  III ,  ec. ,  ed  applichisi  sopra  la  OX  la  lunghez¬ 
za  B  II  da  O  in  2  ,  e  poi  sulla  stessa  ,  ma  dalla  parte  opposta  ,  siano 
segnate  le  Oi  ,  03  ,  ordinatamente  uguali  alle  A  l  ,  C III  .  Da’  punti 
1  ,  2  ,  3  ,  ec.  sian  condotte  normali  alla  OX  le  ia' ,  2 b' ,  3 b\  ec.  ,  e  fac- 
ciansi  ordinatamente  uguali  alle  distanze  dei  punti  «  ,  ò ,  c ,  ec.  dalla  MX. 

Espongasi  una  retta  L D' ,  sopra  della  quale  preso  ad  arbitrio  un 
punto  1' ,  pongansi  le  parti  l'II.,  Pili'  eguali  alle  1  II ,  /  III ,  e  gli 
sian  condotte  le  perpendicolari  l' A' ,  II'B' ,  IIl'C  .  Dai  punti  a'  b'  c' 
si  conducano  sulla  OK  le  perpendicolari  a'i'  ,  b'i'  ,  c'3'  ,  e  si  fac¬ 
ciano  le  l'A'  ,  II' B’  ,  III  C  uguali  alle  Oi'  ,  O2'  ,  03'  .  I  punti 
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A' ,  B' ,  C'  ,  in  lai  guisa  determinati,  hanno  tra  loro  quella  posizio¬ 
ne  che  aver  debbono  sul  piano  LDh  le  projezioni  dei  punti  obbiet¬ 
tivi  .Talché,  se  applicata  la  LD'  sulla  LD  coi  punti  1',  II' ,111'  ris¬ 
pettivamente  sopra  /,//,///,  facciasi  ruotare  il  piano  L'A'D'  intor¬ 
no  la  L'D' ,  finché  si  adatti  al  piano  LDh ,  i  punti  A' ,  B' ,  C  coin¬ 
cideranno  con  quelli  ,  nei  quali  il  piano  suddetto  è  incontrato  dalle 
perpendicolari  ,  che  vi  si  conducano  dei  punti  corrispondenti  alle  pro¬ 
iezioni  A — a  ,  B — h  ,  C — c,  ec. 

Eseguita  la  indicata  sovrimposizione  la  retta  Il'B'  cadrà  su  quella  , 
ove  un  piano,  che  si  elevi  perpendicolare  al  (I.j  per  la  I1B  ,  sega  il 
piano  LDh  .  E  in  codesto  piano  perpendicolare  al  (I.j  si  troverà  il 
punto  obbiettivo  B  —  h ,  l’ordinata  di  questo  punto  riferita  al  pia¬ 
no  (I.j  ,  non  che  la  perpendicolare  da  ivi  condotta  sul  piano  LDh  . 

Suppongasi  che  1’  ideato  piano  ruotando  intorno  la  BII  si  adagi 
al  (I>j.  La  retta  Ily  ,  che  faccia  l’angolo  yllB  rr  KOX  ,  rappresen¬ 
terà  l’ intersezione  del  piano  projeltante  condotto  per  B  II  col  piano 
LDh.  L’ordinata  che  unisce  il  punto  obbiettivo  colla  sua  proiezio¬ 
ne  B ,  cadrà  nella  Bj2  normale  alla  BII,  ed  il  punto  corrispondente 
alle  projezioni  B  —  Z»  in  /S  ,  se  facciasi  Bfi  ugnale  alla  distanza  del  pun¬ 
to  b  dalla  MX .  Per  conseguenza  la  normale,  che  da  quel  punto  si 
conduce  al  piano  proposto  ,  cadrà  nella  fiy  perpendicolare  alla  yll  . 
Dunque  la  retta  yll  determina  la  distanza  ,  che  deve  avere  la  nuova 
projezione  y  dalla  LD  . 

Ora  si  fa  manifesto  ,  che  la  costruzione  fiBIly  é  quell’  istessa  appun¬ 
to  ,  che  fu  eseguita  separatamente  in  lOi'b’ ,  e  che  per  conseguenza 
il  punto  2r  equivale  al  punto  y. 

Pongasi  adesso  ,  che  sopra  la  D'L'  debba  insistere  1’  altro  piano 
coordinato  di  LDh ,  ed  è  chiaro  che  le  rette  aV,  Z>V  ,  c'3'  misurano 
la  distanza  rispettiva  d’  ognuno  de’  punti  obbiettivi  dal  piano  DAL . 
Perciò  se  sopra  le  l'A'  ,  II' B' ,  111  C  ,  normali  alla  D'L'  ,  si  prenda¬ 
no  le  l' al ,  Il'b'  ,  Ill'c'  rispettivamente  uguali  alle  «  V ,  b'i'  ,  c'òf ,  e 
procedenti  nell’  istessa  direzione  di  queste  ,  avremo  in  a  ,  b' ,  c'  le  se¬ 
conde  projezioni  corrispondenti  alle  prime  A' ,  B' ,  C  . 

§.  5i.  Potendosi  per  tal  guisa  trasferire  da  uno  ad  altro  sistema  di 
piani  coordinati  le  projezioni  d’  un  numero  qualsivoglia  di  punti  iso¬ 
lati  ,  chiara  cosa  è  che  lo  stesso  metodo  sarà  valevole  ancorché  i  prò- 
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Della,  linea,  retta  , 
posti  punti  siano  consecutivi  secondo  una  legge  qualunque ,  vale  a  dive 
costituiti  in  una  linea  ;  e  però  date  le  projezioni  di  qualunque  linea 
si  potranno  avere  le  correlative  projezioni  in  altro  sistema  qualsivo¬ 
glia  di  piani  coordinati  . 

Finalmente  potendosi  permutare  le  projezioni  delle  linee ,  potremo 
operare  lo  stesso  cambiamento  sulle  generatrici  delle  superfìcie  .  Le 
condizioni  poi  che  determinano  la  legge  del  moto  delle  generatrici  si 
esprimono  d’  ordinario  per  mezzo  di  certe  altre  linee  ,  clic  soglionsi 
chiamare  direttrici e  che  per  conseguenza  si  potranno  pur  esse  per¬ 
mutare  .  Dunque,  col  metodo  superiormente  esposto,  si  potrà  trasmu¬ 
tare  anche  la  rappresentazione  grafica  delle  superficie  d’  uno  in  .altro 
sistema  di  piani  coordinati  . 
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Delle  linee  e  delle  superficie  curve. 


§.  52.  Il  ip.  linee  e  le  superficie  si  possono  classificare  in  diverse 
maniere  dipendentemente  dalle  loro  proprietà  .  Ma  più  che  divengono 
generali  queste  proprietà  ,  più  è  grande  il  numero  delle  forme  geome¬ 
triche  che  cadono  sotto  il  loro  dominio ,  e  per  conseguenza  le  qualità 
individuali  vengono  a  dipendere  da  un  minor  numero  di  principj  . 
Non  si  ha  più  bisogno  d’ esaminare  separatamente  una  infinità  di  linee 
e  di  superfìcie  differenti  f  una  dall’  altra  ;  ma  basta  occuparsi  dei  ca¬ 
ratteri  che  le  riuniscono  in  compagnie  ,  perchè  poi  con  progresso  uni¬ 
forme  e  rapido  se  ne  derivano  facilmente  le  affezioni  individuali .  Se¬ 
condo  che  i  Geometri  si  sono  più  o  meno  accostati  a  questa  massi¬ 
ma  ,  i  loro  travagli  sono  divenuti  più  o  meno  vantaggiosi  . 

Facendosi  dunque  a  considerare  le  superficie ,  che  più  d’ ordinario 
vengono  impiegate  nelle  arti ,  si  vede  che  possono  essere  divise  in  due 
grandi  classi:  generabili  da  una  retta  le  ime,  e  le  altre  da  una  linea 
qualunque  ,  obbligata  a  descrivere  con  tutti  i  suoi  punti  delle  parallele 
ad  un’altra  linea  data  come  direttrice.  Rispetto  alle  linee  può  ugual¬ 
mente  asserirsi ,  che  le  arti  farm’ uso  quasi  esclusivamente  di  quelle  ,  che 
nascono  per  la  intersezione  scambievole  di  superficie  pertinenti  all’  una 
o  all’  altra  delle  due  indicate  classi .  Senza  porre  dunque  altra  divisio¬ 
ne  ,  diremo  soltanto  le  principali  generalità  ,  che  le  riguardano  tutte 
indistintamente.  Le  qualità  speciali  delle  più  comuni  sono  d’altronde 
note  ,  e  noi  anderem  soggiungendo  quelle  delle  meno  usuali ,  che  sono 
di  qualche  utilità  per  la  scienza  dell’  Ingegnere  e  per  le  arti  . 
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LEZIONE  1. 

Delle  linee  di  semplice  e  doppia  Curvatura  . 

— — eccc©-»— 

§.  53.  Teorema  i.  La  projezione  delle  linee  piane  è  sempre  un’al¬ 
tra  linea  dell’  istessa  specie  dell’  obbiettiva  . 

Si  figuri  esteso  il  piano  dell’ assegnata  linea  sino  a  segare  quello  di 
projezione.  A  questa  comune  intersezione  immaginiamo  condotte  due 
normali  ,  la  prima  da  qualsivoglia  punto  dell’  obbiettiva  ,  la  seconda 
dalla  projezione  di  quel  punto  .  Ambedue  concorrono  nel  medesimo 
punto  dell’  intersezione  dei  due  piani  ;  la  seconda  è  proiezione  della 
prima  ,  e  comprendono  1’  angolo  che  misura  1’  inclinazione  dei  due  pia¬ 
ni  .  Tutto  questo  è  evidente  ,  e  perciò  la  prima  normale  alla  seconda 
ha  sempre  la  ragione  del  seno  tutto  al  cosseno  dell’  inclinazione  dei 
due  piani  . 

La  retta  comune  ai  due  piani  si  assuma  poi  per  asse  di  ascisse  tanto 
rispetto  alla  linea  proposta  ,  che  per  la  sua  projezione  .  Ad  ascisse  ugua¬ 
li  ,  si  vede  subito  che  devono  corrispondere  ordinate  ,  le  quali  hanno 
fra  loro  la  sovraddetta  ragione  costante  5  e  però  se  y)—  o  rappre¬ 
senti  la  linea  obbiettiva,  si  avrà  la  r  o  ,  per  cui  si  determina 

la  projezione  riferita  al  medesimo  asse ,  sol  che  nella  prima  funzione 
pongasi  y  moltiplicala  per  la  detta  ragion  costante  in  luogo  d’ y  ,  onde 
sarà  ,  y')  —  F(x  ,  y  cos.  s)  ,  (esprimendo  con  g  l’inclinazione  dei 
due  piani)  cioè  una  funzione  dell’ istesso  grado,  e  dell’ istessa  forma. 
Dunque  le  linee  rappresentale  da  loro  saranno  sempre  dell’  istess’  or¬ 
dine  e  dell’  istessa  specie  . 

Corollario  1.  Se  il  piano  della  curva  sia  parallelo  a  quello  di  pro¬ 
jezione  ,  cos.  t  diventa  1’  unità  ,  e  la  curva  della  projezione  diviene 
uguale  all’  obbiettiva  . 

Corollario  2.  Emana  spontaneamente  che  di  qualunque  linea  piana 
ed  algcbraica  si  potrà  costruire  la  projezione  ,  quando  si  conoscano 
quelle  d’ un  certo  numero  de’ suoi  punti.  Di  lauti  quanti  ne  occor- 
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rono  per  determinare  la  linea  medesima  ,  che  in  generale  vengono  es- 
pressi  dalla  fòrmola  - - - -,  essendo  n  il  grado  della  linea. 

§.  54.  Le  curve  di  doppia  curvatura  non  hanno  alcun  rapporto  co¬ 
stante  colle  loro  projezioni  .  Ma  riflettendo  genericamente  sull’  indole 
delle  linee  si  vede  ,  che  le  rette  hanno  costantemente  le  projezioni  ret¬ 
tilinee,  quelle  a  semplice  curvatura  possono  averne  una  retta,  mentre 
le  altre  le  hanno  tutte  due  necessariamente  curve  ;  laonde  per  mezzo 
delle  projezioni  si  ha  modo  di  riconoscere  se  le  linee  siano  ,  o  no  a 
doppia  curvatura  . 

§.  55.  Problema  1.  Date  le  projezioni  di  una  curva  riscontrare  se 
ella  sia  di  semplice  o  doppia  curvatura  . 

Siano  ABCD — cibcd  ,  Fig.  22.  Tav.  V,  le  projezioni  della  curva  prò-  Jig.11. 
posta  ,  che  si  corrispondano  punto  per  punto  .  Si  determini  §.  i5.  il 
piano  che  passa  per  tre  di  questi  punti  ad  arbitrio  ,  come  pure  la  retta 
che  congitmge  un  quarto  punto  della  medesima  linea  ,  con  uno  dei 
tre  precedenti  .  Se  questa  retta  incontra  i  piani  coordinati  nelle  trac- 
eie  del  piano  dei  primi  tre  punti ,  anche  il  quarto  punto  esiste  nel  me¬ 
desimo  piano  5  e  quindi  se  la  curva  abbia  una  sola  curvatura  dovrà 
per  forza  trovarsi  descritta  in  questo  piano  .  Eseguita  dunque  la  pro- 
jezione  della  linea  sopra  un  piano  perpendicolare  a  quello  in  discor¬ 
so  ,  se  questa  riuscirà  rettilinea  ,  allora  1’  obbiettiva  sarà  piana  ,  altri¬ 
menti  a  doppia  curvatura  . 

Accadendo  poi  che  la  retta  risultante  da  due  dei  quattro  punti  , 
che  si  sono  presi  a  considerare  ,  non  sia  nel  piano  determinato  da  tre 
di  loro ,  si  deve  concludere  addirittura  che  la  curva  proposta  ha  du¬ 
plice  curvatura  . 

§.  56.  Problema  1.  Date  le  projezioni  di  una  curva  ,  determinare 
i  punti  ove  incontra  i  piani  coordinati  . 

Sia  ABCD  —  abccl ,  Fig.  23,  la  proposta  curva.  Jìg.i'ò. 

Ogni  punto  del  piano  (I.)  si  projetta  sul  (II.)  nella  MX ,  come  tutto 
il  piano  (II.)  si  projetta  sul  (I.)  nella  stessa  retta.  Dunque  se  dai  pun¬ 
ti  a ,  d ,  in  cui  la  projezione  abed  incontra  la  MX  ,  si  conducono 
delle  perpendicolari  aA  ,  dD  a  questa  retta  ,  incontreranno  la  pro¬ 
jezione  ABCD  nei  punti  che  sono  quelli  in  cui  T  obbiettiva 
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trapassa  il  piano  (I.)  .  Questi  punti  d’  incontro  devono  trovarsi  nella 
projezione  ABCD  ,  e  projettarsi  sul  piano  (II.)  in  ed  in  d ,  cosic¬ 
ché  dunque  non  possono  essere  che  i  due  nominati  A  ,  e  D  .  Le  trac¬ 
cio  A  ,  D  ,  b  ,  c  della  proposta  linea  ajutano  moltissimo  a  figurarsi  la 
sua  posizione  nello  spazio  ,  facendo  conoscere  gli  archi ,  che  rimango¬ 
no  a  parti  opposte  dei  piani  coordinati . 

§.  57.  Problema  3.  Trovare  gli  angoli  cV  inclinazione  ,  sotto  cui  una 
curva  incontra  i  piani  coordinati  . 

Jìg.2\.  Sia  ABC — abc,Fig.  24,  la  curva  ,  che  trapassa  il  piano  (I.)  nel 
punto  B  —  b  . 

Condotte  le  tangenti  BT,  bt  alle  projezioni  della  proposta  linea  nei 
punti  j B,b,  l’angolo  che  la  retta  BT — bt  forma  con  il  piano  (1.) 
misura  1’  inclinazione  della  curva  col  medesimo  piano  . 

Avvegnaché  1’  inclinazione  di  una  curva  si  desume  da  quella  della 
sua  tangente  ,  ed  è  noto  (  noi  lo  dimostreremo  a  suo  luogo  Parte  Y\ 
Lez.  1.)  che  BT — bt  sono  le  projezioni  della  tangente  della  curva  nel 
punto  B  —  b  . 

Non  resta  dunque  che  a  sapere  come  si  faccia  per  condurre  la  tan¬ 
gente  di  una  curva  piana  .  Questo  dipende  dalla  teoria  dei  contatti 
delle  linee  ,  e  forma  1’  argomento  della  Lezione  3.  Parte  V. 

§.  58.  Intorno  le  linee  curve  si  potrebbero  istituire  a  un  dipresso 
le  medesime  quistioni  che  in  lutto  il  corso  della  Parte  II.  siam  venuti 
trattando  sulle  linee  rette  .  Anzi  non  si  farebbe  che  riprodurre  le  iden- 
tifiche  ,  come  per  tutta  evidenza  se  ne  è  voluto  dare  un  saggio  col 
problema  del  paragrafo  antecedente  ;  ed  anche  per  concludere  che  af¬ 
fatto  superfluo  diverrebbe  f  andar  più  avanti  in  questo  particolare  . 
Trattando  f  argomento  del  contatto  delle  linee  ,  tali  quistioni  riceveran¬ 
no  implicitamente  la  loro  soluzione  . 
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Sulla  generazione  delle  Superfìcie  . 

§.  5q.  Oltre  la  generazione  attribuita  alle  superficie  pel  movimento 
di  una  linea  costante  o  variabile  di  forma  §.  12,  puossi  anche  ri¬ 
guardarle  tutte  come  risultare  dal  movimento  di  un  altra  superficie 
parimenti  variabile  o  costante  di  forma  ,  e  dimensioni  .  Le  intersezio¬ 
ni  consecutive  della  superficie  mobile  appartengono  tutte  alla  superfi¬ 
cie  risultante  dal  movimento  della  prima  ,  e  ciascuna  d’  esse  può  essere 
riguardata  come  una  sua  generatrice  .  Monge  ha  nominato  superficie 
d’  inviluppo  la  superficie  generata  ,  ossia  inviluppo  dello  spazio  per¬ 
corso  dalla  superficie  generatrice  ,  che  per  analogia  viene  appellata  su¬ 
perficie  inviluppante  .  Alcune  volte  però  essa  rimane  inviluppala  dalla 
superficie  generata  .  Da  questa  definizione  si  vede  che  la  superficie  d’ in¬ 
viluppo  tocca  ciascuna  delle  sue  inviluppanti  secondo  la  corrisponden¬ 
te  generatrice  .  Diamone  un  saggio  . 

5.  60.  Le  superficie  di  rivoluzione  sono  tutte  quante  f  inviluppo 
dello  spazio  percorso  dalla  sfera  o  dal  cono  ,  o  dal  cilindro  ,  che  si 
muovano  con  leggi  speciali  . 

Per  ciascun  punto  della  curva  meridiana  di  una  superficie  di  rivo¬ 
luzione  s’intendano  condotte  le  rispettive  tangenti  e  normali.il  cono 
retto  che  ha  per  asse  quello  della  superficie  ,  e  per  lato  una  di  que¬ 
ste  tangenti  ,  tocca  la  superficie  nella  circonferenza  di  un  circolo  .  Dun¬ 
que  tutti  i  paralleli  della  superficie  di  rivoluzione  sono  linee  di  con¬ 
tatto  per  un  cono  retto  circoscritto  .  Le  intersezioni  scambievoli  di  que¬ 
sti  coni  due  a  due  ,  sono  altrettante  circonferenze  intermedie  a  quelle 
di  contatto  dell’  uno  e  dell’  altro  cono  ;  e  pertanto  se  si  concepisca 
questi  coni  avvicinarsi  indefinitamente ,  ognun  vede  che  le  due  circon¬ 
ferenze  di  contatto  ,  e  quella  d’  intersezione  dei  due  coni  ,  si  avvici¬ 
nano  sempre  più  ,  tendendo  a  confondersi  ;  e  questo  accaderebbe  se  si 
confondessero  insieme  le  due  superficie  coniche  .  Carattere  distintivo 
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del  limite  ;  sicché  ogni  circolo  parallelo  della  superficie  di  rivoluzione 
è  limite  della  intersezione  di  due  coni  ,  che  vadan  variando  nell’  in¬ 
dicata  maniera  ,  e  per  conseguenza  tutta  la  superficie  è  limite  delle  in¬ 
tersezioni  di  tutti  questi  coni  ,  ossia  delle  consecutive  intersezioni  del 
cono  retto  ,  che  varia  posizione  e  dimensioni  nel  modo  indicato  .  Dun¬ 
que  per  la  teoria  dei  limiti  si  conclude  che  la  superficie  di  rivoluzio¬ 
ne  è  quella  che  viene  prodotta  dall’  assegnato  movimento  del  cono  . 

Parimenti  la  sfera  ,  che  ha  il  centro  nell’ asse  della  rivoluzione ,  e  per 
raggio  la  porzione  della  normale  intercetta  fra  la  curva  meridiana,  e 
l’asse  stesso  ,  tocca  la  superficie  di  rivoluzione  in  tutta  la  circonferenza 
di  un  circolo  .  Queste  circonferenze  di  contatto  sono  limite  delle  suc¬ 
cessive  intersezioni  della  sfera  ,  che  percorre  col  suo  centro  l’asse  di  ri¬ 
voluzione,  variando  competentemente  la  lunghezza  del  suo  raggio,  e 
quindi  la  superficie  generata  ne  è  V  inviluppo  . 

Finalmente  la  curva  meridiana  della  superficie  può  essere  risguardata 
in  ogni  sua  posizione  come  la  base  di  un  cilindro  ,  che  abbia  i  lati 
perpendicolari  al  piano  di  quella  curva  ,  ed  un  tale  cilindro  tocca  evi¬ 
dentemente  la  superficie  in  tutta  la  linea  meridiana  .  Per  conseguenza 
questa  curva  diventa  il  limite  delle  successive  intersezioni  de’  cilindri 
circoscritti  ,  e  quindi  le  superficie  di  rivoluzione  sono  pur  anche  l’ in¬ 
viluppo  del  cilindro  retto  ,  costante  di  forma  e  grandezza  ,  e  che  varia 
la  sua  posizione  percorrendo  tutte  le  curve  meridiane  . 

§.  6r.  Non  solamente  1’  intersezione  di  due  inviluppanti  consecutive 
è  una  vera  generatrice  della  superficie  d’ inviluppo  ,  ma  questa  inter¬ 
sezione  conservandosi  della  medesima  natura  per  tutti  gli  inviluppi  che 
possono  venir  prodotti  da  una  inviluppante  ,  che  si  muova  con  legge 
uniforme,  imprime  un  carattere  comune  a  tutte  le  superfìcie  soggette 
a  tal  generazione  .  Tutte  le  volte  che  il  cono  retto  a  base  circolare,  o 
la  sfera ,  si  muovono  in  modo  che  venga  prodotta  una  superficie  di  ri¬ 
voluzione  ,  le  successive  loro  intersezioni  sono  sempre  circolari  .  Cosic¬ 
ché  dunque  il  circolo  è  una  linea  suscettiva  di  generare  tutte  le  su¬ 
perficie  di  rivoluzione  ;  ed  è  questo  carattere  di  famiglia  ,  che  ha  fallo 
attribuire  dal  Sig.  Monge  a  silfatte  generatrici  delle  superficie  il  nome 
di  caratteristiche  ,  vale  a  dire  generatrici  caratteristiche  . 

Anche  i  coni  ed  i  cilindri  scaleni  di  secotido  grado  possono  venir 
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generali  dal  movimento  di  un  circolo  ,  come  le  superficie  di  rivoluzio¬ 
ne  .  Ma  non  così  di  tutti  i  coni  ,  per  cui  si  vede  subito  che  questa 
famiglia  di  superficie  non  può  venir  prodotta  da  una  inviluppante , 
che ,  movendosi  con  data  legge ,  produca  sempre  delle  intersezioni  cir¬ 
colari  .  Ecco  perchè  il  circolo  è  una  vera  caratteristica  delle  super¬ 
ficie  di  rivoluzione  ,  mentre  non  è  che  una  generatrice  ordinaria  dei 
coni  ,  e  dei  cilindri  .  La  generatrice  caratteristica  di  queste  superficie 
abbraccia  una  famiglia  molto  più  estesa  di  cui  esse  fan  parte ,  e  di  cui 
tratteremo  indilatamente  . 

§.  62.  Il  concetto  delle  superficie  d’ inviluppo  non  è  cosi  astratto 
come  sembra  a  prima  vista  .  Anzi  le  arti  col  maneggio  de’  loro  istru- 
inenti  fanno  subire  quasi  sempre  questo  modo  di  generazione  alle  su¬ 
perficie  ,  che  esse  materialmente  ci  offrono  .  Il  tornitore  può  eseguire 
tutte  quelle  di  rivoluzione  con  uno  scarpello  a  taglio  rettilineo  ,  perchè 
mentre  ei  lavora  si  genera  uria  inviluppante  conica  della  superficie  , 
che  vuol  costruire  ;  e  variando  insensibilmente  la  positura  dell’  istru- 
mento  ,  le  diverse  zone  della  inviluppante  si  confondono  impercetti¬ 
bilmente  colia  superficie  da  operarsi  .  La  pialla  del  falegname  serve  a 
configurare  qualsivoglia  superficie  sviluppabile  §.  73  ,  perchè  nel  suo 
movimento  produce  sempre  il  piano  ,  e  tale  è  la  inviluppante  di  que¬ 
sta  famiglia  di  superficie,  le  quali  fisicamente,  vengono  ad  essere  com¬ 
poste  di  strettissime  zone  piane  .  Per  questo  medesimo  motivo  non  si 
potrà  mai  lavorare  esattamente  una  superficie  gobba  §.  99,  nè  colla 
pialla  ,  nè  con  verun  altro  istru mento  ,  che  nell’  essere  maneggiato  per¬ 
corra  col  suo  taglio  il  piano  . 

Dippiù  ,  noi  avremo  occasione  di  vedere  ,  che  alcuni  problemi  ri¬ 
guardanti  le  superfìcie  consentono  delle  soluzioni  più  pronte  e  più¬ 
eleganti  ,  operando  sulle  loro  inviluppanti  :  di  quello  che  direttamente 
sovr  esse  medesime  . 

L  dunque  utile  per  tutti  questi  motivi  esaminare  possibilmente  le 
superficie  ,  che  fin  da  prima  ci  siamo  proposte  §.  5i.  sotto  questo  as* 
petto  di  generazione  « 
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LEZIONE  3. 

Delle  superficie  generabili  dal  piano  . 

— ^cceccocccc»— 

§.  63.  Qualunque  sia  la  legge  con  che  si  muove  un  piano ,  le  rette 
d’intersezione  risultanti  da  una  posizione  all’altra,  sono  le  caratteri¬ 
stiche  della  superfìcie  d’inviluppo;  e  siccome  il  piano  in  ciascuna  sua 
posizione  viene  tagliato  dai  due  che  le  sono  addiacenti  ,  ne  segue  che 
due  caratteristiche  consecutive  della  superficie  d’inviluppo  si  taglia¬ 
no  sempre  . 

/ig.iS.  Rappresentiamo  la  legge  del  movimento  con  una  linea  ÀZ  ,  Fig.  25, 
a  cui  debba  essere  perpendicolare  il  piano  mobile  in  ogni  sua  po¬ 
sizione  .  Siano  PMN ,  P'M'N' ,  P"M"N"  ec.  queste  posizioni  successive 
del  piano  ,  le  quali  vengono  a  comporre  un  corpo  terminato  dalle 
faccie  piane  MM'N'M  ,  M'M"N"N'  ec.  ,  e  dagli  spigoli  rettilinei 
MN ,  M'N' ,  M"N"  ec.  ,  che  sono  due  a  due  nelle  medesime  faccie, 
e  che  però  s’incontrano  rispettivamente. 

Se  le  posizioni  del  piano  divengano  consecutive  ,  ossia  ravvicinate 
indefinitamente  ,  le  loro  intersezioni  scambievoli  fanno  lo  stesso  ,  ed 
acquistano  per  luogo  geometrico  una  superficie  continua  ,  di  che  esse 
sono  le  caratteristiche  §.  6i.  I  punti  /?,/?',/?"  ec.  si  dispongono  per  la 
medesima  ragione  in  una  linea  continua  ,  di  cui  sono  tangenti  tutte 
le  caratteristiche  della  superficie  d’ inviluppo  . 

Allora  le  rette  MN ,  M'N 1  ,  M"N"  ec.  diventano  di  contatto  fra  la 
superficie  d’inviluppo  ed  il  piano  inviluppante  .  La  linea  RR'R"  ...  di¬ 
vide  la  superficie  in  due  falde  che  hanno  la  loro  curvatura  in  senso 
contrario ,  e  che  non  si  estendono  dentro  lo  spazio  limitato  dalla  con¬ 
cavità  di  questa  curva  .  Essa  è  dunque  una  linea  singolare  della  su¬ 
perfìcie,  chiamata  da  Monge  linea  di  regresso. 

§.  64.  Se  la  direttrice  XZ  sia  piana  la  superficie  dell’  inviluppo  di¬ 
venta  cilindrica .  Infatti  il  piano  inviluppante  sarà  perpendicolare  in 
ogni  sua  posizione  al  piano  della  curva  ;  e  dunque  tutte  le  interse- 
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zioni  di  questi  piani  vengono  ad  essere  parallele ,  vale  a  dire  costituite 
in  una  superficie  cilindrica.  In  questo  caso  i  punti  R ,  R' ,  R'[  ec.  si  al¬ 
lontanano  indefinitamente  ,  cioè  scompariscono  ,  e  per  conseguenza  le 
superficie  cilindriche  non  hanno  linea  di  regresso ,  ossia  non  sono  di¬ 
stinte  in  due  falde,  come  d’altronde  è  noto. 

§.  65.  Se  la  XZ  fosse  retta ,  è  ben  evidente  che  il  piano  invilup¬ 
pante  sarebbe  sempre  parallelo  a  se  medesimo,  e  quindi  non  si  avreb¬ 
bero  intersezioni  ,  che  dessero  nascimento  alla  superficie  dell’  inviluppo. 

§.  66.  Riducasi  ad  una  linea  sferica  la  curva  XZ  .  11  piano  per  sod¬ 
disfare  le  condizioni  del  moto  ,  dovrà  passar  sempre  pel  centro  della 
sfera  sovra  cui  è  descritta  la  curva  direttrice  .  Tutte  le  intersezioni 
del  piano  mobile  passeranno  dunque  per  questo  punto  ,  e  quindi  Y  in¬ 
viluppo  diverrà  una  superficie  conica .  I  punti  /?,/?',  R "  ec.  coincide¬ 
ranno  pur  essi  col  centro  della  sfera  ,  che  per  conseguenza  viene  a 
rappresentare  eziandio  la  linea  di  regresso  della  superficie  d’ inviluppo  . 
Verità  già  nota  ,  che  le  superficie  coniche  sono  distinte  in  due  falde 
da  un  punto  di  regresso  . 

§,  67.  La  linea  di  regresso  RR'R" . può  servire  alla  genera¬ 

zione  della  superficie  di  che  ragioniamo  .  Le  di  lei  generatrici  nuli’  al¬ 
tro  sono  che  il  luogo  geometrico  di  tutte  le  tangenti  della  detta  linea 
di  regresso  . 

Abbiamo  osservate  le  modificazioni  che  subisce  la  superficie  gene¬ 
rale  nei  due  casi  particolari  ,  che  i  punti  R,R',R"  ec.  si  allontanino 
a  distanza  infinita  ,  e  si  concentrino  in  un  solo  .  Se  poi  siano  allogati 
in  una  curva  piana  ,  la  superficie  delle  sue  tangenti  non  può  essere 
che  piana  ;  ed  è  questa  la  terza  modificazione  ,  che  può  offrire  l’ invi¬ 
luppo  dello  spazio  percorso  da  un  piano  ,  in  grazia  di  circostanze  par¬ 
ticolari  alla  legge  del  movimento  . 

§.  68.  Problema  1.  Esprimere  graficamente  una  superficie  conica  ,  del¬ 
la  quale  sia  determinato  il  vertice  e  la  direttrice  . 

Siano  rappresentati  in  V — v  l’uno  ,  ed  in  ABC — abc  f  altra  , 
Fig.  26.  Questi  soli  dati  soddisfano  alla  completa  rappresentazione  gra¬ 
fica  della  superficie,  secondo  la  maniera  definita  al  §.  i3. ,  perchè  si 
possono  descrivere  le  projezioni  della  retta  generatrice ,  allorché  passa 
per  qualsivoglia  punto  della  superficie  . 
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Si  fissi  la  projezione  di  questo  punto  sovra  uno  de’  piani  coordi¬ 
nati  ,  in  li  per  esempio  ;  e  tanto  basta  per  determinare  un  punto  che 
deve  trovarsi  in  una  data  superficie  .  È  patente  ,  che  la  projezione  della 
generatrice  dovrà  passare  pei  punti  V ,  Il ,  vale  a  dire  essere  la  retta 
VH ,  e  dovendo  inoltre  incontrare  la  direttrice  ABC —  abc  in  qualche 
punto  ,  non  potrà  esso  progettarsi  sul  piano  (I.)  che  in  A  ,  dove  si  ta¬ 
gliano  le  projezioni  loro.(*)  Per  l’ istessa  ragione,  condotta  Aa  nor¬ 
male  alla  MX ,  un  tal  punto  si  projetterà  sul  piano  (li.)  in  a  ,  e 
quindi  VA  —  va  saranno  le  projezioni  della  generatrice  del  cono  ,  che 
passa  pel  punto  di  questa  superficie  projettato  in  H  sul  piano  (I.)  .  La 
corrispondente  projezione  h  si  determina  poi  conducendo  per  II  la  Hh 
perpendicolare  ad  MX ,  che  incontri  in  h  la  va. 

Corollario.  Se  la  retta  IH  incontrerà  in  più  d’ un  punto  la  cur¬ 
va  ABC ,  altrettante  projezioni  saranno  determinate  come  la  va  ,  ed 
altrettante  pure  come  la  h  ,  onde  non  un  solo  punto  della  superficie 
del  cono  si  projetterà  in  II ,  ma  tanti  quante  saranno  le  rette  ana¬ 
loghe  alla  va  .  Similmente  la  retta  av  scontrando  in  più  di  un  punto 
la  curva  abc  ,  vorrà  significare  che  più  punti  della  superficie  si  pro- 
jettano  in  h  sul  piano  (II.)  . 

§.  Gg.  Problema  2.  Rappresentare  graficamente  una  superficie  ci¬ 
lindrica  ,  di  cui  sia  cognita  la  curva  direttrice  ,  e  la  direzione  delle 
generatrici  . 

Jìg. 27.  Siano  ABC — abc  le  projezioni  della  curva,  ed  L  —  /,  Fig.  27, 
quelle  di  una  retta  parallela  alle  generatrici . 

E  ben  naturale  che  questi  dati  soddisfanno  come  i  corrispondenti 
pel  cono  .  Imperocché  se  II  sia  projezione  cR  un  punto  della  superfi¬ 
cie  cilindrica  sul  piano  (I.) ,  HB  ,  parallela  ad  L  ,  lo  sarà  della  gc- 
. neratrice,  che  passa  per  quel  punto  obbiettivo;  e  così  pure  hb  pa¬ 
rallela  ad  l  sarà  projezione  della  stessa  generatrice  sul  piano  (II.)  . 
Onde  si  conclude  ,  come  precedentemente  ,  essere  h  la  corrisponden¬ 
te  projezione  di  II . 


(*)  Più  innanzi  trattando  delle  intersezioni  sarà  dimostrato  che  le  linee  secanti  si 
projettano  in  linee  parimenti  secanti ,  ma  intanto  puossi  ammettere  questa  proposizione 
come  uno  scolio  di  quella  dimostrata  al  §.  18. 
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Corollario  .  Qui  si  deve  ripetere  lo  stesso  discorso  del  corollario 
precedente .  .  t  •  ; 

§.  70.  La  rappresentazione  grafica  della  superficie  generata  dj\  un 
piano  in  tutta  la  generalità  possibile,  si  desume  facilmente  dalla  sua 
genesi.  Eseguite  le  projezioni  della  linea  direttrice  X7j  (vedasi  la 
Fìg.  25,)  non  si  tratterà  che  di  rappresentare  l’intersezione  scambie¬ 
vole  de’ suoi  piani  normali  considerati  consecutivamente  due  a,  due.. 
Oppure  nota  che  sia  la  linea  di  regresso  RR'R"  ....  per  mezzo  delle 
sue  projezioni ,  basterà  rappresentare  tutte  le  di  lei  tangenti  -,  operazio¬ 
ni  ,  come  ognuno  vede  ,  di  non  grave  difficoltà  ,  ma  che  dipendono 
entrambe  dalla  rappresentazione  grafica  delle  tangenti  delle  curve . 

LEZIONE  4. 

Dello  sviluppo  delle  Superficie . 

— •ccdceocc— — 

§.  71.  Supponendo  le  grandezze  geometriche  flessibili  ,  ed  inesten¬ 
dibili ,  cioè  suscettibili  di  cangiare  forma,  e  non  dimensioni,  ognuno 
capisce  che  tutte  le  linee  curve  sono  suscettibili  d’  essere  distese  mec¬ 
canicamente  in  linea  retta  ;  operazione  che  per  alcune  d’  esse  può  ezian¬ 
dio  eseguirsi  geometricamente  .  Ma  rispetto  alle  superficie  la  cosa  va 
diversamente .  In  grazia  dell’  indole  di  loro  curvatura  ,  alcune  d’  esse 
possono  meccanicamente  distendersi  in  un  piano  ,  di  modo  che  le  sue 
parti  nè  restino  interrotte  ,  nè  sovrapposte  ,  mentre  alcune  altre  non 
consentono  questo  disvolgimento  ,  senza  soluzione  di  continuità  nelle 
medesime  loro  parti  .  Anche  qui  ,  come  per  le  linee  ,  quest’  operazione 
può  alcune  volte  eseguirsi  geometricamente  \  e  poi  vi  hanno  eziandio 
delle  superficie,  che  tuttocchè  refrattarie  all’  operazione  meccanica  dello 
sviluppo  ,  possono  rigorosamente  compianarsi  . 

§.  72.  Per  meglio  distinguere  queste  due  sorti  di  superficie  esami¬ 
niamo  i  poliedri .  Le  fàccie  piane,  che  conterminano  ognun  di  loro, 
possono  tutte  venir  dispiegate  in  un  solo  piano  ,  ma  esistono  delle 
differenze  a  questo  riguardo  fra  gli  uni ,  e  gli  altri . 
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Le  piramidi ,  astrazion  facendo  dalla  base ,  possono  ridursi  intiera¬ 
mente  sul  piano  d’  una  delle  loro  faccie ,  venendo  tutte  le  altre  a 
collocarsi  inseguito  di  questa  prima ,  mediante  delle  rivoluzioni  ch’esse 
facciano  dintorno  a’  respettivi  loro  spigoli  ,  senza  che  rimanga  fra  f  una  , 
e  l’altra  faccia  alcun  distacco  ,  o  dupplicatura  ,  che  è  quanto  dire  senza 
soluzione  di  continuità  nella  superficie  piramidale ,  allorché  viene  appli¬ 
cata  ad  un  solo  piano  .  Lo  stesso  dicasi  de’  prismi  ,  allorché  si  faccia 
astrazione  dalle  basi  ,  e  lo  si  deve  far  sempre  ,  perchè  le  basi  del  pris¬ 
ma  ,  o  della  piramide,  non  sono  altro  che  termini  imposti  dall’im¬ 
maginazione  ,  o  dal  bisogno  ,  a  corpi  di  loro  natura  indefiniti  . 

Ora,  estendendo  alcun  poco  la  condizione,  che  rende  eseguibile  lo 
sviluppo  dei  due  poliedri  sovrindicati ,  si  vedrà  chiaramente  ,  eh’  egli 
può  benissimo  aver  luogo  tutte  le  volte  ,  che  la  superficie  proposta  sia 
formata  di  piani  angolari  indefiniti  ,  congiunti  gli  uni  agli  altri  per 
mezzo  di  spigoli  rettilinei  altresì  indefiniti  ,  ancorché  non  siano  paral¬ 
leli  fra  di  loro  ,  come  nei  prismi  ,  o  concorrenti  ad  un  solo  punto  , 
come  nelle  piramidi,  ma  soltanto  due  a  due  come  nella  Fìg.  a5.  E 
manifesto  di  fatti,  che  qualunque  faccia  ,  può  ruotando  in¬ 

torno  lo  spigolo  M"R"  adattarsi  al  piano  dell’ adiacente  M"M'R' ,  e 
poi  girando  questa  intorno  ad  M'R'  disporsi  aniendue  nel  piano  M'MR , 
e  così  via  di  seguilo,  senza  soluzione  di  continuità. 

Ma  se  si  applichi  questo  raziocinio  ad  un  poliedro  d’altra  natura, 
verbigrazia  il  dodecaedro  ,  si  vedrà  che  non  gli  saprebbe  convenire  , 
e  che  vi  rimarrebbero  dei  vuoti  fra  le  diverse  parti  del  suo  sviluppo  , 
vale  a  dire  che  sarebbe  tolta  la  legge  di  continuità  nella  superficie  di¬ 
spiegata  in  un  solo  piano  . 

§.  73.  Ora,  se  per  la  regola  de’ limili  si  passi  dalla  piramide  al  cono  , 
dal  prisma  al  cilindro  ,  e  dall’  altra  superficie  descritta  ,  a  quella  con¬ 
tinua  che  costituisce  il  suo  limite,  ci  vedrem  subito  condotti  alla  classe 
delle  superficie  esaminale  nella  Lezione  precedente  .  Dunque  le  super¬ 
ficie  generabili  dal  piano  hanno  la  proprietà  di  poter  essere  tutte  mec¬ 
canicamente  distese  in  un  piano  ,  senza  dissoluzione  di  continuità  .  Que¬ 
sta  è  proprietà  per  loro  caratteristica ,  perchè  non  competendo  agli  altri 
poliedri  ,  come  si  è  visto  pel  dodecaedro,  non  può  applicarsi  neppure 
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alle  superficie  continue ,  che  da  essi  derivano  per  la  via  de’  limiti  . 
Quindi  è  che  queste  tali  superficie  si  chiamano  sviluppabili  . 

§.  7 4*  oggetto  dello  sviluppo  delle  superfìcie  è  di  poter  disegnare 
più  facilmente  le  linee  sovra  di  loro  ,  e  può  anche  talvolta  applicarsi 
convenevolmente  alla  risoluzione  de’  problemi  . 

Per  esempio  se  venisse  richiesto  di  trovare  la  lunghezza  di  una  linea  , 
bisognerebbe  sviluppare  il  cilindro  che  la  projetta  ,  ed  indi  rettificare 
l’altra  linea  in  che  si  trasforma  mediante  lo  sviluppo. 

Ma  qualunque  sia  il  fine  dello  sviluppo  ,  bisogna  riferire  le  linee  che 
si  vogliono  considerare  ad  oggetti  che  non  cangino  nel  passaggio  dal¬ 
la  superficie  al  piano  ,  o  almeno  tali  che  sia  facile  a  determinarsi  il 
rapporto  di  loro  esistenza  prima  e  dopo  lo  sviluppo  . 

§.  7 5.  Problema  i.  Sviluppare  una  superficie  cilindrica  ,  rappresen¬ 
tando  nel  piano  dello  sviluppo  una  qualsivoglia  curva  tracciata  sulla 
superficie  . 

Riflettiamo  prima  di  tutto ,  che  segando  la  superficie  con  un  piano  Jig. 
perpendicolare  alla  sua  generatrice,  sarà  questa,  in  tutte  le  posizioni, 
perpendicolare  alla  curva  d’  intersezione  tra  il  piano  ,  ed  il  cilindro  . 
Immaginando  poi  ciascuna  d’esse  E  —  ee'y  F-Jf\G  —  gg'  ec,. ,  Fig.  28. 
Tav.  VI,  ruotare  successivamente  intorno  l’antecedente  per  applicarsi 
tutte  in  un  piano  ,  gli  archi  EFyFGyec.  diverranno  tante  lineerette, 
e  caderanno  tutte  in  prosecuzione  1’  una  dell’  altra  ,  perchè  tutti  que¬ 
sti  archi  sono  posti  in  un  piano  perpendicolare  agli  assi  intorno  cui 
si  fanno  le  ruotazioni .  Il  risultato  di  questo  sviluppo  sarà  dunque  una 
linea  retta  ,  alla  quale  si  disporranno  perpendicolari  le  generatrici  del 
cilindro  . 

Esposta  pertanto  una  retta  indefinita  ,  da  un  punto  P  di  essa  si  co¬ 
mincino  a  segare  le  parti  PQ ,  QR  ,  RS  ec.  ,  ordinatamente  uguali  alla 
lunghezza  lineare  degli  archi  EF ,  FG  ,  GH  ec.  ,  finché  tutta  la  PP 
sia  uguale  alla  curva  EFG  .  .  . ,  ed  indi  per  i  punti  P  ,  QyR  ec.  si 
facciano  passare  delle  perpendicolari  uguali  alla  lunghezza  ,  costante  o 
variabile,  delle  generatrici  corrispondenti  .  Ognuna  d’esse  rappresente¬ 
rà  ,  sia  in  posizione  ,  sia  in  grandezza  ,  le  corrispondenti  generatrici 
ee'  ,  gg'  ec.  del  cilindro  ,  e  l’area  PP'  P'P  sarà  perfettamente  uguale 
alla  superficie  cilindrica  . 
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La  curva  da  riportarsi  nel  piano  dello  sviluppo  sia  per  esempio 
quella  che  nasce  dalla  sezione  del  piano  VI \It .  Sopra  le  generatrici 
PP' ,  QQ' ,  RR'  ec.  si  prendano  le  parli  Po,,  Qfi  ec.  rispettivamente 
uguali  alle  ea  ,fb  ec.  ,  ed  una  curva  a/3>cT  ...  che  passi  per  i  punti 
a  ,  /3  ,  y  ,  ec.  in  tal  modo  determinati  ,  è  la  trasformata  della  curva 
proposta  ,  che  per  conseguenza  la  uguaglierà  in  lunghezza  . 

Corollario  i.  Se  la  curva  EFG .  .  .  non  è  rettificabile,  lo  sviluppo 
del  cilindro  non  può  aversi  che  per  approssimazione .  Dunque  nessun 
cilindro  di  secondo  grado  è  sviluppabile  'geometricamente  .  Ma  nelle 
arti,  ove  quest’operazione  presenta  le  maggiori  utilità,  basta  dividere 
la  base  del  cilindro  in  un  numero  di  parli  assai  grande  ,  perchè  ,  con¬ 
siderandole  rettilinee ,  non  possa  risultare  sensibile  divario  .  Allora  non 
è  più  il  cilindro  che  si  sviluppa  ,  ma  un  prisma  . 

Allorché  un  cilindro  sia  sviluppabile  geometricamente  ,  non  ne  viene 
di  conseguenza  che  tutte  le  linee  tracciabili  sovra  di  lui  consentano  la 
medesima  trasformazione .  Bisogna  dippiù  che  la  linea  si  trasmuti  essa 
medesima  o  in  una  retta  ,  come  succede  delle  eliche  ,  o  in  una  curva 
che  sia  poi  rettificabile  rigorosamente  . 

Corollario  2.  Se  la  curva  projettata  in  abc  ...  sia  rientrante  in  se 
stessa,  come  nel  caso  della  figura,  sarà  naturalmente  di  lunghezza  fi¬ 
nita  ,  mentre  la  sua  trasformata  a(óy<P  ....  avrà  lunghezza  infinita  ;  e 
questo  in  grazia  della  legge  di  continuità  ,  che  non  gli  consente  di  fi¬ 
nire  repentinamente  nei  due  punti  et ,  ed  co.  Questa  specie  di  paradosso 
non  ha  però  contraddizione  alcuna  ,  perchè  il  piano  girandosi  intorno 
di  una  superficie  cilindrica  può  ripassarvi  sopra  infinite  volte ,  essendo 
per  natura  sua  illimitato  in  ogni  senso  .  Di  modo  che  la  linea  in  cui  si 
trasforma  una  curva  rientrante  prende  corso  infinito  ,  simile  press’  a  poco 
a  quello  delle  curve  de’  seni  ,  e  cosseni  .  L’  elisse  nello  sviluppare  il 
cilindro  ordinario  si  trasforma  precisamente  in  una  di  queste  linee.  (*) 


(*)  Sia  nella  Fig.  29.  AOBO' —  ab'b  il  cilindro,  AOBO'-— ab  la  elisse  svilup¬ 
pata  nella  linea  xcoir  .  Prendasi  1’  origine  delle  coordinate  nel  punto  co  corrispondente 
al  punto  O  —  o  dell’ elisse  ,  di  maniera  che  le  coordinate  di  un  punto  7T  siano  coir' ,  ir' ir. 
Questo  punto  ir  rappresenti  il  punto  P — p  ,  per  cui  sarà 

x  =  coir'  =  Arc.OP  ,  ed  y  —  ir'ir  =  p'p  =  m.  op'  =  rn.  SP  =  m.  sen.  x  . 

Colla  lettera  rn  si  indica  il  rapporto  costante  di  ab'  :  b'b  . 
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Un  assurdo  analogo  nascerebbe  per  le  linee  di  corso  infinito,  che 
fossero  tracciate  sulla  superficie  di  un  cilindro  rientrante  in  se  medesi¬ 
mo  .  Esse  verrebbero  trasmutate  in  tanti  archi  finiti,  e  distaccati  l’uno 
dall’  altro  .  Si  vede  dunque  che  1’  operazione  dello  sviluppo  non  può 
riguardarsi  completa,  se  non  che  ripetuta  all’infinito. 

§.  76.  Problema  2.  Sviluppare  la  superficie  di  un  cono  ,  disegnando 
nel  piano  dello  sviluppo  qualsivoglia  linea  tracciata  in  esso  . 

Figurisi  descritta  sul  cono  una  curva  tale ,  che  in  ogni  punto  sia  equi¬ 
distante  dal  vertice  ,  ed  è  chiarissimo  che  questa  linea  ,  nello  sviluppo 
della  superficie  si  cangerà  in  un  arco  di  circolo  di  raggio  uguale  alla 
distanza  costante  della  medesima  curva  dal  vertice  del  cono  .  Una  tal 
linea  si  trova  eziandio  sopra  una  superficie  sferica  ,  posta  col  centro  al 
vertice  del  cono,  e  di  raggio  uguale  alla  sua  distanza  costante  da  que¬ 
sto  punto  ,  sicché  essa  é  f  intersezione  delle  due  superficie  . 

Sia  FF'F' ....  la  linea  segnata  nella  superfìcie  conica  a  distanza  Jìg. 
costante  dal  vertice  S  ,  Fig.  3o  ,  ed  NN'N" .  .  .  .  quella  che  si  tratta 
di  trasformare  collo  sviluppo  del  cono  . 

Con  una  qualunque  retta  sf  si  indichi  la  generatrice  SF  del  cono 
intorno  cui  si  vuol  cominciare  lo  sviluppo  ,  e  col  centro  s  si  descriva 
una  circonferenza  di  raggio SF.  Sopra  la  quale  ^principiando  dal  punto 
fi  in  cui  taglia  la  prima  generatrice  sf ,  si  notino  gli  archi  Jf'iJf'iJf1"  ec. 
ordinatamente  uguali  in  lunghezza  agli  archi  FF' ,  FF"  ,  FF"‘  ec.  ,  e 
fatto  tutto  l’arco  jf^  uguale  all’intiera  curva  FF'F"  .  .  .  si  avrà  tutta 
la  superficie  del  cono  distesa  in  un  piano  . 

Per  disegnare  la  curva  in  che  si  trasmuta  la  NN'N"  .  .  .  non  si 
avrà  che  da  notare  le  lunghezze  sn  ,  sn' ,  sn"  ec.  rispettivamente  ugua¬ 
li  alle  SN.SN'  ec.,  e  la  curva  nn'n"  ...  in  tal  guisa  determinata 
risulta  dessa  . 

Corollario  1.  Questa  risoluzione  esige  che  si  possano  trasformare  in 
archi  di  cerchio  gli  archi  FF'  ,  F'F"  ec.  ,  il  che  non  può  ottenersi 
senza  1  ajuto  del  calcolo  integrale,  e  bene  spesso  per  sola  approssima¬ 
zione  .  Laonde  si  vede,  che  lo  sviluppo  delle  superficie  coniche  non  può 
conseguirsi  geometricamente  che  poche  volte  ,  assai  meno  ancora  che 
per  le  superficie  cilindriche  .  Se  anche  la  curva  FF'F"  .  .  .  fosse  ret¬ 
tificabile,  dovendosi  poscia  trasformare  in  una  linea  circolare,  Pope- 
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razione  dello  sviluppo  rimarrebbe  sempremmai  di  sola  approssimazio¬ 
ne  ;  pure  essendo  questa  l’ unica  strada  che  si  possa  tenere  in  pratica , 
tanto  meno  ci  condurrà  lontani  dal  vero  ,  se  la  detta  curva  sia  retti¬ 
ficabile  geometricamente  ,  di  quello  che  nel  caso  contrario  . 

In  pratica  si  prendono  gli  archi  FF' ,  FF"  ,  F"F'U  ec.  così  pic¬ 
coli  ,  che  differiscono  insensibilmente  dalla  linea  retta  ,  e  poi  si  tras¬ 
portano  in  ff ,  ff'L  ,  f"f"l  ec.  sulla  circonferenza  del  cerchio.  Per 
tal  guisa  non,  è  più  il  cono  che  si  sviluppa,  ma  una  piramide  a  lui 
inscritta  ,  e  questo  lavoro  riesce  piucchè  sufficientemente  esatto  per  la 
pratica  delle  arti  . 

Corollario  2.  Nello  sviluppo  delle  superficie  coniche  avviene,  gene¬ 
ralmente  parlando  ,  come  in  quello  delle  cilindriche ,  cioè  che  le  curve 
rientranti  si  trasformano  in  linee  di  andamento  infinito  .  Ma  i  rami 
loro  van  girando  intorno  al  punto,  che  rappresenta  il  vertice  del  cono, 
intralciandosi  gli  uni  cogli  altri  ;  e  qualche  volta  può  avvenire  che  tutti 
si  sovrappongano  ,  sicché  ne  apparisca  uno  solo ,  limitato  e  fluito  co¬ 
me  sul  cono  .  Verbigrazia  nel  caso  che  la  curva  FFFU  .  .  .  ugua¬ 
gliasse  precisamente  l’intiera  circonferenza  Jf'f"  .  ... 

§.  77.  Nel  caso  più  semplice  del  cono  retto  a  base  circolare ,  questa 
è  la  curva  che  conserva  distanza  uniforme  dal  vertice,  e  che  per  con¬ 
seguenza  nello  sviluppo  si  mantiene  dell’ istessa  natura  ,  cangiando  sol¬ 
tanto  di  raggio,  ma  pure  l’operazione  non  riesce  geometrica,  nè  tam¬ 
poco  di  facile  eseguimento  ,  che  in  alcuni  casi  particolari  . 

Sia  infatti  il  cono  FFG  —  gse  della  Fig.  3i.  quello  da  sviluppar¬ 
si  ,  il  perchè  bisogna  descrivere  un  arco  EF'  di  raggio  SE'  —  se ,  che 
sia  uguale  alla  circonferenza  EFG  base  del  cono  .  La  nota  proporzio¬ 
nalità  delle  circonferenze  ai  raggi  dà 

E  F.  =  EFG  :  EF  :  :  SE'  :  SE 


la  quale  fornisce  il  numero  dei  gradi  dell’  arco  E'F'  che  si  ricerca  . 
Egli  è  simile  a\V  EF ,  e  perciò  di  gradi 

SE 


EFG 


SE 


Di  qui  si  vede  subito ,  che  1’  operazione  non  può  essere  geometri- 

or» 

ca,  se  il  rapporto  — _ non  conduce  a  dividere  la  circonferenza  EFG 
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in  tante  parti ,  quanti  sono  i  lati  di  quei  poligoni  regolari  -,  che  si  pos¬ 
sono  inscrivervi  geometricamente  .  Altrimenti  non  può  conseguirsi  F  in¬ 
tento  che  per  mezzo  d’  operazioni  meccaniche ,  d  altronde  cognite  ,  e 
ridotte  dalla  geometria  sublime  alla  maggior  semplicità  possibile.  Che 
se  poi  il  raggio  della  base  col  lato  del  cono  non  siano  commensura¬ 
bili  fra  di  loro,  cresce  a  dismisura  la  difficoltà  del  lavoro. 

§.  78.  Non  entreremo  in  alcun  dettaglio  rispetto  al  modo  di  costrui¬ 
re  lo  sviluppo  delle  superficie  sviluppabili ,  considerate  in  tutta  la  loro 
generalità  .  Il  metodo  rigoroso  non  può  che  desumersi  dal  calcolo  ;  ed 
i  metodi  approssimativi  sono  essi  medesimi  soverchiamente  lunghi ,  e  di 
s\  raro  uso  nelle  arti  ,  che  non  meritano  d’  arrestarci  davvantaggio  . 
Ci  contenteremo  di  riflettere  ,  che  in  ultima  analisi  ,  tutti  si  ridurreb¬ 
bero  a  costruire  lo  sviluppo  di  una  superficie  poliedrica  della  forma 
di  quella  espressa  nella  Fig.  25  ,  e  quanto  minori  fossero  gli  angoli 
MRM' ,  M'R'M '!  oc.  tanto  più  il  lavoro  si  accosterebbe  alla  precisione . 

.LEZIONE  5. 

Di  alcune  proprietà  che  derivano  dallo  sviluppo  delle  superfìcie  , 

§.  79.  Teorema  1.  Avviluppando  il  piano  su  di  una  superficie  svi¬ 
luppabile  ,  le  rette  si  trasmutano  in  altre  linee  che  si  conservano  un 
minimo  di  distanza  fra  i  loro  estremi  . 

L’  estensione  delle  superficie  sviluppabili  non  soffre  alterazione  per  lo 
suo  sviluppo  .  Questo  è  un  assioma  ,  che  immediatamente  deriva  dalla 
loro  definizione  §.  71  ,  posto  che  esse  non  deggiono  nè  estendersi  nè 
contraersi  ,  nel  disvolgersi  che  fanno  su  di  un  piano  .  Per  conseguenza  le 
distanze  rispettive  dei  punti  segnati  sovra  di  loro  non  possono  alterar¬ 
si  ,  e  devono  per  necessità  mantenersi  uguali  prima  e  dopo  lo  sviluppo  . 

§.  80.  Problema  1.  Determinare  in  che  linea  si  piegano  le  rette 
sulle  superficie  sviluppabili  . 

Questo  è  problema  da  non  potersi  risolvere  che  coll’analisi,  tutta¬ 
via  per  mezzo  d’  alcune  considerazioni  ghigneremo  a-  soddisfarvi  in  un 
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modo  meccanico  ,  molto  pregevole  per  la  sua  facile  applicazione  nelle  arti . 

Considerando  una  retta  nel  piano  dello  sviluppo,  si  vede  ch’ella  ta¬ 
glia  tutte  le  generatrici  della  superficie  ,  e  per  conseguenza  gli  angoli 
opposti  al  vertice  sono  uguali  .  I  quali  ,  nel  riprender  che  faccia  la 
superficie  il  suo  stato  primitivo  ,  non  si  mutano  ,  perchè  l’ inviluppo 
e  ’1  disviluppo  si  fanno  mediante  delle  rotazioni  successive ,  eseguite 
dintorno  alle  generatrici  medesime  .  Dunque  la  linea  in  che  si  trasfor¬ 
mano  le  rette  ha  per  carattere  geometrico  di  fare  con  ogni  generatrice 
uguali  tra  loro  i  due  angoli  opposti .  Di  qui  ne  viene ,  che ,  piegando 
liberamente  un  filo  sulle  superficie  sviluppabili ,  sì  ottiene  la  identifica 
linea  in  che  si  trasformano  le  reite  descritte  nel  piano  dello  sviluppo  . 

Jìg.3 1 .  Siano  0PP"0"  ,  Fig.  32  ,  due  elementi  consecutivi  di  una  superficie 
sviluppabile  ,  che  si  tagliano  nello  spigolo  rettilineo  O'P' ,  ed  ABC 
1’  archetto  minimo  del  filo  piegatovi  liberamente  .  Questo  filo  non  ha 
alcun  movimento,  e  per  conseguenza  può  supporsi  tirato  da  forze  uguali 
nelle  sue  estremità  ;  se  fossero  disuguali  striscierebbe  sulla  superficie  ub¬ 
bidendo  alla  prevalente  .  Siano  rappresentate  queste  forze  dalle  due  rette 
uguali  BA  ,  BC ,  e  siano  decomposte  rispettivamente  in  due  ,  una  pa¬ 
rallela  ,  e  1’  altra  perpendicolare  alla  generatrice  O'P'  della  superficie  . 
Queste  quattro  forze  verranno  espresse  dalle  rette  A D  ,  BD  ,  BE  ,  CE  . 
Poiché  il  filo  è  in  equilibrio  ,  il  punto  B  non  può  avere  movimento 
nè  verso  O'  nè  verso  P\  e  dovrà  essere  per  conseguenza  BD  —  BE  . 
Quindi  anche  le  altre  due  forze  componenti  DA  ,  CE  ,  saranno  per 
necessità  uguali  tra  loro  .  Dunque  i  due  triangoli  ABD  ,  CBE  sono 
rispettivamente  equilateri  ,  e  però  1’  angolo  ABD  uguale  all’  angolo 
EBC  ,  come  per  l’appunto  abbiamo  riscontrato  avvenire  delle  linee  in 
che  si  trasmutano  le  rette  tracciale  sul  piano  dello  sviluppo  . 

Jìgòi*  §.  Si.  Per  formarsi  un’idea  ben  nitida  di  queste  linee  basta  sosti¬ 
tuire  al  filo  una  stretta  cordella  ABG  ,  Fig.  33  ,  e  ciascuno  de’  suoi 
orli  si  piega  necessariamente  secondo  la  linea  suddetta  .  Applicata  la 
fettuccia  al  primo  elemento  OP'  della  superficie ,  l’altra  porzione  BG 
non  può  approssimarsi  all’  elemento  consecutivo  O'P"  per  adattarvisi  , 
se  non  ruota  d’ intorno  la  retta  Bb  ,  nella  quale  operazione  gli  angoli 
P'BG  ,  P'bg  non  si  alterano  .  Con  questo  artifizio  si  ovvia  eziandio  la 
difficoltà  ,  clic  si  ha  in  pratica  di  poter  piegare  liberamente  un  filo 
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sopra  una  superficie ,  senza  deviarlo  dalla  direzione  tangenziale ,  in  gra¬ 
zia  dell’  attrito  che  sempre  presentano  le  superficie  anche  più  levigate. 

§.  82.  Non  solamente  se  la  superficie  sia  sviluppabile  ,  un  filo  vi  si 
applica  sopra  liberamente  secondo  la  linea  di  minima  distanza  ,  ma 
di  qualunque  altra  sorte  ella  sia  .  Imperciocché ,  rivenendo  dalle  super¬ 
ficie  continue  ai  poliedri ,  è  cosa  evidente  che  tutti  possoho  dispiegarsi 
sul  piano  di  una  delle  loro  faccie  ,  interrompendosi  la  legge  di  conti¬ 
nuità  in  un  modo  diverso ,  ogni  volta  che  si  cambia  il  piano  ,  o  T  or¬ 
dine  dello  sviluppo  .  Dunque  le  considerazioni  degli  ultimi  due  para¬ 
grafi  sono  applicabili  onninamente  anche  a  due  elementi  consecutivi  di 
una  superficie  ,  qualunque  si  sia  la  di  lei  natura  ,  perchè  si  può  sem¬ 
pre  intendere  sviluppato  un  poliedro ,  e  quindi  la  superficie  che  ne  co¬ 
stituisce  il  limite  ,  in  modo  che  la  linea  condotta  tra  due  punti  asse¬ 
gnati  sopra  di  lei,  mediante  l’adattamento  di  un  filo,  si  disvolga  per 
guisa  che  la  trasformata  mai  passi  per  dove  accade  soluzione  di  con¬ 
tinuità  ,  vale  a  dire  interruzione  fra  parte  e  parte  dello  sviluppo  . 

lezione  6. 

Sviluppi  della  piramide  triangolare  . 

•  —0303000330—- 

§.  83.  Mediante  quest’  operazione  si  possono  risolvere  tutte  le  qui- 
stioni  della  trigonometria  sferica  .  Il  centro  della  sfera  sovra  cui  sia 
tracciato  un  triangolo  può  venir  considerato  come  il  vertice  di  una 
piramide ,  che  abbia  per  spigoli  i  raggi  della  sfera  diretti  ai  vertici 
del  triangolo  .  Gli  angoli  che  questi  raggi  comprendono  scambievol¬ 
mente  ,  e  che  vengono  misurali  dai  lati  del  triangolo  sferico  ,  costituis¬ 
cono  le  faccie  della  piramide  ;  e  gli  angoli  del  triangolo  non  sono 
altra  cosa  che  gli  angoli  diedri  della  piramide  stessa  . 

Come  per  risolvere  un  triangolo  sferico  è  necessario  di  conoscere 
tre  de’  suoi  elementi ,  così  per  eseguire  lo  sviluppo  di  una  piramide 
triangolare  è  mestieri  di  conoscere  tre  fra  gli  angoli  diedri  e  piani  , 
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che  entrano  nella  sua  composizione  .  Coi  quali  dati  si  potranno  poi 
anche  scoprire  gli  altri  tre  elementi  della  piramide  . 

§.  84.  Nel  corso  di  questa  Lezione  noi  ci  occuperemo  principalmen¬ 
te  di  dare  scioglimento  a  quest’  ultimo  problema  ,  variandone  i  dati 
per  guisa  che  corrisponda  ognora  ad  una  delle  proposizioni  fondamen¬ 
tali  di  trigonometria  sferica  .  Non  sono  certamente  le  scienze  che  ab- 
bian  da  guadagnare  trattando  per  così  fatta  via  la  presente  materia  ; 
ma  gli  Ingegneri  conosceranno  per  fatto  loro  proprio  quanto  sia  pia¬ 
na  ed  agevole  per  discendere  alle  arti  j  e  gli  artisti,  ordinariamente 
poco  istrutti  di  dottrine  trigonometriche,  acquisteranno  sufficienti  co¬ 
gnizioni  per  operare  con  fondamento  di  principi  in  molli  casi  di  pratica. 

§.  85.  Problema  1.  Dati  gli  angoli  piani  delle  faccie  di  una  pira¬ 
mide  ,  trovare  gli  angoli  diedri  delle  faccie  medesime  . 

Jì ^.34.  Lo  sviluppo  della  piramide  proposta  non  ha  la  menoma  difficoltà  , 

e  però  supponiamolo  eseguito  nella  Fig.  34.  Tav.  VII.  sul  piano  della 
faccia  BSF.  Nell’enunciato  disviluppo  è  chiaro,  che  si  genera  dallo 
spigolo  SA  ,  un  cono  retto  intorno  all’asse  SB ,  e  dallo  spigolo  SA' 
un  altro  cono  retto  intorno  all’  asse  SF .  Questi  due  coni  hanno  il 
medesimo  vertice ,  e  l’ una  0  1’  altra  retta  di  loro  intersezione  costi¬ 
tuisce  il  terzo  spigolo  della  piramide  ,  nel  quale  vanno  a  congiungersi 
le  due  rette  SA  ,  SA'  . 

Si  figuri  una  sfera  di  raggio  arbitrario  SA  concentrica  ai  due  coni  . 
Questa  sfera  taglia  il  primo  cono  in  un  circolo  di  raggio  AB  di  cui 
il  centro  sta  in  B  ,  ed  il  secondo  in  un  altro  circolo  di  raggio  Ai 
col  centro  in  F .  Questi  due  circoli  descritti  sopra  la  superficie  sie¬ 
rica,  si  projet tàno  nelle  rette  AD  ,  DA’ ,  perchè  i  loro  piani  sono  nor¬ 
mali  all’  asse  della,  rotazione  §.  8. ,  e  però  si  tagliano  in  due  punti  che 
vengono  rappresentali  in  D  .  Supponendo  ribattuti  sul  piano  della  fi¬ 
gura  i  medesimi  circoli  ,  C  e  C  rappresenteranno  uno  dei  punti  in 
che  si  tagliano  ,  cioè  un  punto  del  terzo  spigolo  della  piramide  .  Dun¬ 
que  costruito  che  sia  il  triangolo  rettangolo  CDB  nel  modo  che  in¬ 
dica  chiaramente  la  figura,  l’angolo  CBD  sarà  uguale  alla  inclinazio¬ 
ne  delle  due  faccie  BSF ,  BSA  ,  e  così  l’angolo  CFD  misurerà  l’in¬ 
clinazione  delle  faccie  BSF  ,  FSA' . 

Per  determinare  1’ angolo  delle  faccie  ASB ,  A-SF  si  concepisca  un 
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piano  perpendicolare  allo  spigolo  sviluppalo  in  SA,  SA' .  Questo  pia¬ 
no  taglierà'  la  fàccia  ASB  in  una  retta  AG  perpendicolare  ad  SA  , 
la  faccia  A  SF  in  un  altra  retta  A  H  perpendicolare  ad  SA' ,  e  la 
terza  fàccia  BSF  nella  retta  GH .  Supponendo  il  detto  piano  ripie¬ 
gato  intorno  a  quest’  ultima  retta  sul  piano  della  figura  ,  il  triango¬ 
lo  GKH  presenterà  il  sistema  dell'  intersezione  del  piano  ausiliario 
colle  tre  faccie  della  piramide,  e  1’  angolo  K  quello  secondo  cui  con¬ 
vengono  tra  di  loro  le  due  faccie  ASB  ,  A'SF . 

Corollario  .  Se  da  un  punto  della  superficie  terrestre  si  dirigano 
dei  raggi  visuali  a  due  determinati  oggetti  ,  questi  due  raggi  e  la  ver¬ 
ticale  del  punto  di  stazione  costituiscono  una  piramide  .  In  essa  sono 
misurabili  per  mezzo  dei  noti  strumenti  gli  angoli  piani  compresi  da¬ 
gli  spigoli  ,  e  per  la  risoluzione  del  presente  problema  saranno  repe¬ 
ribili  tutti  tre  gli  angoli  diedri  delle  faccie  .  Quello  compreso  dalle  due 
faccie  che  si  tagliano  per  lo  spigolo  verticale  ,  non  è  altra  cosa  che 
l’angolo  dei  due  raggi  visuali  ridotto  all’orizzonte ,  cioè  progettato 
sovra  un  piano  orizzontale ,  di  cui  si  fa  un  uso  sì  frequentemente  nell’al¬ 
ta  Geodesia  . 

§.  86.  Problema  2.  Sviluppare  una  piramide  triangolare  di  cui  si 
conoscano  due  angoli  piani  ,  e  1’  angolo  diedro  delle  medesime  due 
faccie  . 

Siano  ASB  ,  BSF  le  due  faccie  note  delle  piramidi  sviluppale  sul  Jig. 
piano  della  seconda,  Fig.  35.  Sia  <p.  l’angolo  diedro  parimenti  cogni¬ 
to  delle  medesime  faccie . 

E  cosa  evidentissima  ,  che  eseguendo  inversamente  la  costruzione  del 
problema  antecedente  si  perverrà  a  determinare  la  faccia  ESA'  svilup¬ 
pala  .  Ecco  l’ordine  successivo  delle  operazioni  :  col  centro  S  e  col 
raggio  arbitrario  SA  si  descriva  una  circonferenza  ;  dal  punto  A  si 
conduca  AB  perpendicolare  allo  spigolo  SB  ;  col  centro  B  e  col  rag-' 
gio  BA  si  descriva  un  altra  circonferenza  ,  al  centro  della  quale  si 
costituisca  l’angolo  CBD  —  <p  ,  e  si  compia  il  triangolo  CBD  rettangolo 
in  D .  Determinato  per  tal  via  il  punto  D  si  meni  per  esso  una  ret¬ 
ta  DE  perpendicolare  allo  spigolo  SE  fino  a  segare  in  A'  la  circon¬ 
ferenza  descritta  da-  principio  .  Dirigendo  da  questo  punto  ad  S  una 
retta  ,  sarà  dispiegata  in  ESA'  la  terza  faccia  della  piramide . 
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Ricostruendo  la  piramide,  per  le  dimostrazioni  del  problema  ante¬ 
cedente  si  vede  che  le  due  rette  SA  ,  SA'  vanno  a  riunirsi  secondo 
uno  spigolo  di  essa ,  e  che  la  faccia  ASB  s’  inclina  alla  BSE  per 
T  angolo  CBD  . 

Corollario  .  Volendosi  inoltre  determinare  gli  altri  due  angoli  die¬ 
dri  della  piramide ,  questo  si  potrà  fare  colle  medesime  operazioni 
del  caso  antecedente . 

§.  87.  Problema  3.  Sviluppare  una  piramide  triangolare  di  cui  sian 
cogniti  gli  angoli  piani  di  due  faccie ,  e  l’angolo  diedro  compreso  da 
una  delle  faccie  date  colla  terza  . 

fig. 36.  Sviluppate  le  due  faccie  che  si  conoscono  BSE  ,  ESA  ,  Fig.  36  , 

sul  piano  della  prima  di  loro  ,  sia  <p  1’  angolo  formato  dalla  faccia 
BSE  con  quella  che  si  tratta  di  rinvenire  . 

Gol  centro  S  si  descriva  una  circonferenza  di  raggio  arbitrario  SA  . 
Si  tiri  AEG  perpendicolare  sullo  spigolo  SE ,  e  dal  punto  E  una 
retta  EB'  perpendicolare  all’  altro  spigolo  SB  .  Sovra  questa  retta  B'E , 
come  cateto  ,  si  costruisca  il  triangolo  rettangolo  BEH' ,  che  abbia 

1’  angolo  B'  <p  .  Si  trasporti  EH'  in  EH ,  e  si  unisca  G  con  H  . 

Finalmente  si  descriva  col  centro  E  ,  e  col  raggio  E  A  ,  una  circon¬ 
ferenza  che  tagli  in  jF,  F1  la  retta  GII . 

Già  si  sa  per  le  spiegazioni  date  nel  §.  85  ,  che  la  circonferenza 

AFF'  rappresenta  sul  piano  della  figura  1’  intersezione  della  sfera 

dal  centro  e  dal  raggio  SA ,  con  il  cono  che  descrive  lo  spigolo 
SA  nel  disviluppare  della  faccia  ASE  .  Supponiamo  la  detta  circon¬ 
ferenza  ritornare  normale  al  piano  della  figura ,  mediante  un  quarto 
di  rivoluzione  intorno  la  AEG  ,  e  così  pure  il  triangolo  EB'H'  gi¬ 
rando  per  altrettanto  d’ intorno  al  cateto  EB'.  Evidentemente  i  due  pun¬ 
ti  H' ,  H  converranno  in  un  solo,  e  la  terza  faccia  della  piramide, 
che  stiam  cercando,  esisterà  nel  piano  SB'H' .  Egli  sega  il  piano  del¬ 
la  figura  nella  retta  SB'G,  e  quello  del  circolo  AFF'  nella  retta  GH , 
posto  che  tanto  H  quanto  G  sono  due  punti  comuni  ad  entrambi  . 

Dunque ,  alloracchè  lo  spigolo  SA  si  trova  nel  piano  SB'II'  della 
faccia  cercata  ,  il  punto  A  dovrà  essere  in  F  ovvero  in  F'  .  Suppo¬ 
niamolo  in  F,  e  resterà  determinata  la  terza  faccia  FSB  della  pi¬ 
ramide  . 
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Per  disvilupparla  poi  sul  piano  della  figura  ,  riflettiamo  che  il  pun¬ 
to  F  non  può  cambiare  la  sua  distanza  nè  dal  punto  G  nè  dal  pun¬ 
to  S,  posto  che  sono  entrambi  sull’asse  della  risoluzione  .  La  distan¬ 
za  FS  è  uguale  ad  SA  perchè  raggi  di  una  medesima  sfera  ;  e  per¬ 
tanto  col  centro  G  e  colf  intervallo  GF  descritto  che  sia  un  arco  , 
determinerà  nella  sua  intersezione  A'  colla  circonferenza  descritta  fin 
da  principio  ,  il  punto  in  che  si  trasferisce  F  dispiegandosi  la  faccia 
FSB ,  e  per  conseguenza  A'SB  risulta  la  faccia  medesima  ribattuta 
sul  piano  della  BSE  . 

Tutto  quanto  si  è  fatto  pel  punto  F  è  ugualmente  applicabile  al 
punto  F‘ . 

Corollario .  Conoscendosi  tutti  tre  gli  angoli  piani  della  piramide, 
gli  altri  due  diedri  ,  che  rimangono  incogniti ,  potranno  determinarsi 
mediante  le  costruzioni  del  §.  85. 

§.  88.  Problema  4-  Essendo  dati  li  tre  angoli  diedri  di  una  pira¬ 
mide  si  ricerca  d’eseguire  il  di  lei  sviluppamenlo  . 

Nominiamo  i  tre  angoli  dati,  e  consideriamo  due  piani 

inclinati  l’uno  all’altro  quanto  uno  dei  tre  angoli  assegnati,  esempi- 
grazia  <p  .  La  quistione  consiste  nel  condurre  un  piano  che  faccia  coi 
primi  due  degli  angoli  uguali  rispettivamente  a  <p',  e  .  Questo  ter¬ 
zo  piano  taglierà  la  retta  d’intersezione  dei  primi  due  in  un  punto 
che  sarà  naturalmente  il  vertice  della  piramide  formata  dai  tre  piani . 

Il  problema  di  condurre  un  piano  che  faccia  angoli  assegnati  coi 
piani  coordinati  è  già  stato  risoluto  al  §.  36  ,  nè  divaria  sebbene  i 
due  piani  dati  non  siano  rettangolari ,  ma  inclinati  comunque  fra  di 
loro  .  Per  sciogliere  il  presente  problema  seguiremo  dunque  la  traccia 
di  quello  . 

Si  faccia  l’  angolo  RMX ,  Fig.  87  ?  uguale  al  <p  dei  tre  dati  ,  e  s’  in-  Jìg. 
tendano  rappresentati  dai  lati  MR  ,  MX  i  piani  di  due  faccie  della 
nostra  piramide ,  segandosi  fra  di  loro  nella  retta  MS  a  squadra  colla  MX. 

Prefco  a  volontà  un  punto  D  nel  piano  dell’  angolo  RMX  si  fissi 
quivi  il  vertice  di  due  coni  retti,  i  cui  lati  Z)C,  DG  s’inclinino  ris¬ 
pettivamente  ad  MR  ,  MX  secondo  gli  angoli  <p'  ,  <p"  .  In  questi  coni 
si  inscrivano  due  sfere  rappresentate  dai  circoli  K  cd  O  ,  e  si  circo¬ 
scriva  ad  entrambe  un  cono,  il  quale  avrà  patentemente  il  vertice  nel 
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punto  V .  In  piano  tangente  a  quest’ultimo  cono  tocca  le  due  sfere 
non  che  i  primi  due  coni  ,  e  perciò  passa  costantemente  per  la  retta 
determinata  dai  due  vertici  V ,  D  .  Questa  retta  incontra  il  piano  MX 
in  Q  ,  e  quello  MR  nello  stesso  punto  R  ,  sicché  dunque  le  traccie 
del  piano  tangente  i  due  coni  DHG ,  DLC  nei  piani  MX ,  MR  sono 
determinate,  perchè  devono  passare  rispettivamente  per  Q  ,  R ,  ed  es¬ 
sere  tangenti  alle  basi  circolari  dei  coni.  Tutto  questo  è  noto  dap¬ 
presso  il  citalo  §.  36. 

S’  intenda  ora  che  tutto  il  piano  R'MRX  ruotando  intorno  la  MX 
si  metta  normale  ai  piano  (n) .  Il  circolo  GAG'  sarà  evidentemente  la 
base  del  cono  DHG ,  e  quindi  condotta  una  tangente  a  questo  cir¬ 
colo  dal  punto  Q  si  disegnerà  nel  piano  (n)  una  faccia  QSM  della 
piramide  .  Un’altra  esiste  nel  piano  SMR  .  Facciamolo  adagiare  nel  pia¬ 
no  (ri)  girando  intorno  S31  ,  e  poi  col  centro  LI ,  in  che  si  tras¬ 
ferisce  L  ,  e  col  raggio  LC  descrivasi  un  circolo  .  Sarà  egli  manifesta¬ 
mente  la  base  del  cono  DLC  nel  piano  SMR  ,  e  quindi  condottavi 
la  tangente  SER'  rimarrà  determinata  la  faccia  MS  E  della  piramide  , 
disviluppata  sul  piano  dell’antecedente  MSQ  . 

Conoscendo  adesso  due  faccie  della  piramide,  e  tutti  i  suoi  angoli 
diedri  per  condizione  del  problema  ,  si  potrà  applicare  T  una ,  e  1’  al¬ 
tra  costruzione  dei  due  §§.  85 , 86  per  compiere  la  soluzione  del  pro¬ 
blema  ,  cioè  per  trovare  la  terza  faccia  da  disvolgere  . 

Corollario  .  Come  al  §.  36.  quattro  sono  i  piani  che  s’  inclinano 
ai  due  (n) ,  SMR  secondo  gli  angoli  <$' ,  <p"  ,  i  quali  danno  luogo  a 
quattro  piramidi  .  Si  vede  subito  che  dal  punto  Q  si  può  condurre 
un’altra  tangente  alla  circonferenza  GAG',  la  quale  trasporterebbe  il 
vertice  della  piramide  in  S' .  Questa  seconda  piramide  è  posta  -contra¬ 
riamente  alla  prima  .  Un  altro  cono  circoscritto  alle  due  sfere  K  ,  O, 
per  guisa  che  il  vertice  vi  rimanga  intermedio  ,  darebbe  luogo  a  due 
nuove  piramidi .  Ma  gli  angoli  diedri  delle  loro  faccie  sarebbero  <p  ,  <p' 
ed  il  supplemento  di  g>"  ;  di  maniera  che,  escludendo  i  supplementi 
degli  angoli  assegnati  ,  il  problema  non  ammette  che  due  soluzioni  ,  e 
sono  quelle  espresse  nella  figura  . 

89.  Problema  5.  Dato  l’angolo  piano  di  una  faccia,  e  gli  angoli 
diedri  che  le  altre  due  faccie  di  una  piramide  fanno  con  la  prima , 
disviluppare  la  medesima  piramide  . 
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Sia  BSE ,  Fig.  38  ,  la  faccia  cognita  dèlia  piramide,  e  CB'D' ,  C'E'D"  Jig.3 8. 
gli  angoli  diedri  che  le  altre  due  faccie  comprendono  con  lei  .  Un  pia¬ 
no  parallelo  al  BSE  taglierà  la  piramide  in  due  rette  parallele  ris¬ 
pettivamente  alle  SB  ,  SE  ,  e  due  punti  di  queste  rette  caderanno 
evidentemente  uno  sulla  B'C ,  ed  un  altro  sulla  E'C  .  Tirate  dun¬ 
que  due  rette  CD  ,  C'D  parallele  la  prima  ad  SB  e  la  seconda  ad 
SE ,  per  modo  che  le  porzioni  CD' ,  OD  '  riescano  uguali  tra  loro  , 
saranno  esse  rette  le  projezioni  sul  piano  SBE  del  taglio  fatto  dall’ al¬ 
tro  piano  nella  piramide  ;  e  condotta  SD  si  avrà  la  projezione  del  terzo 
spigolo  della  piramide . 

Dirette  poi  dal  punto  D  due  perpendicolari  sovra  i  lati  SB^SE, 
e  prese  le  porzioni  E  A'  —  C'E' ,  BA  —  B'C ,  verrà  tracciato  lo  svilup¬ 
po  della  piramide  conducendo  ai  punti  A  ,  A'  le  rette  SA  ,  SA'  . 

Questo  si  rende  manifesto  pel  problema  §.  85. 

Corollario .  Il  terzo  angolo  diedro  della  piramide  si  discopre  per 
la  costruzione  medesima  del  citato  §.  85. 

§.  90.  Problema  6.  Dati  due  angoli  diedri  di  una  piramide  trian¬ 
golare  ,  e  f  angolo  piano  della  faccia  opposta  ad  uno  degli  angoli  die¬ 
dri  ,  sviluppare  la  piramide  . 

Sia  BSD  ,  Fig.  3g  ,  la  faccia  data  ,  CBD  l’ angolo  del  piano  di  fig  à 9* 
questa  faccia  col  piano  SBC  che  contiene  la  seconda  faccia  ,  BCD'. 

1’  angolo  di  quest’  ultimo  piano  con  quello  in  cui  sta  la  terza  sfaccia 
della  piramide  . 

Adesso  apparisce  di  maggior  chiarezza  ,  che  la  quistione  consiste  nel 
condurre  per  la  retta  SD  un  piano  che  s  inclini  al  CBS  quanto  1’  an¬ 
golo  BC'D'  .  Questo  problema  è  già  stato  risoluto  al  §.  35.  rispetto 
a’  piani  coordinati  ;  ma  possono  anche  inclinarsi  diversamente  fra  di 
loro,  senza  che  venga  meno  quella  costruzione,  e  perciò  basterà  al 
presente  uopo  di  venir  ripetendo  quelle  operazioni  . 

Prendasi  un  punto  D  come  vertice  di  un  cono  retto  di  cui  DL 
perpendicolare  a  BC  sia  l’asse,  ed  il  lato  DC  faccia  con  BC  un  an¬ 
golo  BCD  uguale  BCD'.  Si  ribalta  il  piano  SBC  sovra  quello  della 
iaccia  BSD  mediante  una  rivoluzione  intorno  ad  SB  ,  e  la  base  del 
cono  indicato  ,  che  si  contiene  in  questo  piano  ,  si  recherà  manife¬ 
stamente  nel  circolo  C'AA'  di  raggio  LC'~LC.  Tirata  dunque  dal 
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punto  S  a  cpieslo  circolo  la  tangente  SA  ,  ovvero  la  SA',  si  avrà  svi¬ 
luppata  la  faccia  della  piramide  adiacente  alla  BSD  in  BSA ,  ovvero 
in  BSA' ,  siccome  risulta  dal  citalo  §.  35. 

Avendosi  due  làccie  BSD  ,  ASB  ovvero  A'SB' ,  e  l’angolo  diedro 
CBD  sotto  cui  si  congiungono  ,  si  compirà  la  soluzione  del  presente 
quesito  operando  come  al  §.  86. 

Corollario  .  Volendo  il  terzo  angolo  diedro  della  piramide  si  avrà 
ricorso  al  §.  85. 

§.  91.  Se  alla  piramide  che  siam  venuti  considerando  finora  si  ap¬ 
plichi  una  base  ,  è  di  leggieri  1’  intendere  che  eziandio  sopra  ognuno 
de’ suoi  vertici  si  potranno  praticare  tutte  le  operazioni  dello  svilup¬ 
po  .  Combinando  poi  secondo  il  bisogno  questi  disviluppi  degli  angoli 
solidi  del  tetraedro  ,  si  ha  un  mezzo  per  risolvere  molli  altri  quesiti 
di  geometria  solida  .  Noi  non  ci  arresteremo  davvantaggio  in  questo 
argomento  ,  il  quale  oltre  questo  termine  non  saprebb’  importare  più 
di  una  introduzione  all’  uso  ragionato  del  calcolo  nella  geometria  di 
tre  dimensioni  .  Ma  questo  sarebbe  superfluo  per  gli  Ingegneri ,  sareb¬ 
be  inutile  pel  puro  Artista . 

/ 

LEZIONE  7, 

Delle  Eliche  . 

— -*>©©©©©©©©©©—  — 

§.  92.  Si  chiamano  eliche  le  linee,  che  nascono  avvolgendo  intor¬ 
no  di  una  superficie  cilindrica  ,  le  rette  descritte  nel  piano  del  suo 
sviluppo  ,  e  più  generalmente  possono  intendersi  tutte  le  infinite  spi¬ 
rali  descri ttibili  sui  cilindri,  sui  coni,  e  su  tutte  le  superficie. 

Le  qualità  ,  che  sopra  ogn’  altra  le  rendouo  pregevoli  nelle  arti  , 
sono  quelle  d’essere  di  minima  distanza  ,  e  di  comprendere  angolo  co¬ 
stante  con  tutte  le  generatrici  del  cilindro  ,  o  ciò  che  torna  lo  stesso 
colla  sua  base  .  Per  questo  esse  servono  a  costruire  le  scale  a  chioc¬ 
ciola  più  comode,  e  più  economiche;  per  questo  esse  compongono  le 
spire  delle  viti ,  e  madreviti.  Ma  non  sempre  si  possono  riunire  amen- 


E  DELLE  SUPERFICIE  CURVE  . 


5i) 

due  queste  utili  qualità  nelle  spirali  che  si  adoperano  nelle  arti  ,  e 
conviene  bene  spesso  di  rinunziare  all’ una  ,  o  all’ altra. 

§.  93.  Problema  1.  Nota  l’inclinazione  costante  di  un’  elica  alla 
base  del  cilindro  di  rivoluzione  su  cui  è  tracciata  ,  descrivere  la  pro¬ 
iezione  verticale  della  curva  . 

Sia  ABF ,  Fig.  4o.  Tav.  Vili.,  la  base  del  cilindro  retto ,  posta  ne\  fìgJyo 
piano  ,  A  denoti  il  principio  dell’ elica  ,  ossia  quel  punto  ove  scon¬ 
tra  il  piano  (1.)  ,  e  l’angolo  YPX  quello  che  fa  costantemente  col  pia¬ 
no  della  base,  per  modo  che  la  retta  PX  sia  uguale  alla  circonferen¬ 
za  ABFB'  .  L’altro  cateto  XY  sarà  per  conseguenza  uguale  alla  distan¬ 
za  ,  che  hanno  fra  loro  i  punti  della  curva  sovra  un’  istessa  generatri¬ 
ce  del  cilindro  ,  la  quale  si  chiama  passo  dell  elica  ;  e  1’  ipotenu¬ 
sa  PY  uguaglierà  una  rivoluzione  dell’  elica  sul  cilindro  . 

Sulla  PX  si  prenda  una  parte  qualsivoglia  di  essa  ,  per  esempio  la 
quarta  parte  PQ,  e  da  questo  punto  inalzata  la  perpendicolare  QN, 
si  trasporti  questa  in  B'b  sulla  B'X'  .  Sarà  b  la  projezione  verticale 
di  quel  punto  dell’  elica  ,  che  si  projetta  orizzontalmente  in  B  .  In  tal 

modo  si  potrà  descrivere  per  punti  tutta  la  proiezione  A'bfa . 

dell’elica  (*) . 

Corollario  .  Dopo  aver  descritta  la  parte  A'bf  di  questa  linea  ,  sen¬ 
za  progredire  la  medesima  costruzione  ,  si  può  compiere  la  projezio¬ 
ne  ,  seguitando  a  disegnare  i  rami  fb'a  ,  ab"f"  ec.  uguali  al  già  co¬ 
struito  . 

§•  9-4*  Teorema  1.  Tutte  le  linee  che  si  possono  tracciare  su  di 
una  superfìcie ,  ugualmente  ed  uniformemente  inclinate  all’orizzonte, 
hanno  costante  lunghezza  tra  un  livello  e  l’altro. 


(  )  La  curva  A  bfb'ab"  ...  ha  un  auclamento  consimile  a  quelle  chiamate  da 
Leibnitz  de  seni  ,  e  cosseni  ;  anzi  nel  caso  presente,  cioè  del  cilindro  di  rivoluzione  , 
essa  è  precisamente  una  di  queste  linee  .  Prendendo  B'X'  per  asse  delle  ascisse  dicasi 

B'S  =  x  ,  sr  —y  —  SR  —  cos.  are.  AR  . 

Ma  posto  P< 7  ==  are.  AR  ,  si  ha  Pq  —  qr  Ul  ,  e  chiamato  m  il  rapporto  costante  ^ ^ 

xy  xy 

si  ottiene  subito  sostituendo,  P  equazione  y—  cos.  m  x  ,  che  denota  la  curva  in  cui 
si  projetta  verticalmente  la  elica  . 

8  * 
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Jìg. ^ 1 .  Consideriamo  il  cilindro  che  proietterebbe  ognuna  di  queste  linee 
sovra  un  piano  orizzontale  .  Su  queste  superficie  esse  sono  vere  eli¬ 
che  ,  e  per  conseguenza  sviluppando  i  cilindri  si  disvolgeranno  in  li¬ 
nea  retta  §.  92.  Intendiamo  dunque  segate  tutte  queste  rette  da  due 
piani  orizzontali  ,  e  da  ogni  punto  A  ,  B ,  C  ec.  in  che  il  più  elevato 
scontra  le  rette  inclinate ,  siano  tirate  le  verticali  Aa  ,  Bb  ec.  ,  Fig.  \i  , 
sino  al  più  depresso  .  Si  produrrà  con  questa  costruzione  una  serie 
di  triangoli  rettangoli  AaA' ,  BbB'  ,  CcC  ec.  ,  nei  quali  le  altezze 
Aa  ,  Bb  ec.  sono  costanti  ,  come  pure  1’  inclinazione  all’  orizzonte 
delle  ipotenuse  AA' ,  BB'  ec.  Sono  dunque  uguali  fra  di  loro  tutti 
questi  triangoli  ,  e  per  conseguenza  eziandio  le  linee  in  che  si  tras¬ 
formano  le  loro  ipotenuse  sui  rispettivi  cilindri  ossia  sulla  proposta 
superficie  . 

Corollario  1.  Per  la  medesima  ragione,  essendo  uguali  fra  di  loro 
le  linee  A'a  ,  B'b  ,  C'c  ec.  si  vede  che  eziandio  le  projezioni  orizzon¬ 
tali  delle  linee  uniformemente  e  conformemente  inclinate  all’orizzonte 
sono  tutte  di  uguale  lunghezza  . 

§.  95.  Problema  2.  Sopra  quaisivoglia  superficie  di  rivoluzione , 
situata  coll’asse  verticale,  descrivere  un’elica  uniformemente  inclinata 
all’orizzonte. 

Jìg .42.  Nella  Fig.  4 2.  sia  rappresentata  la  proposta  superficie  nell’  indicata  po¬ 

sizione  .  Si  tagli  con  una  serie  di  piani  orizzontali  bc  ,  b'c' ,  b"c ",  b'"c'"  ec. 
collocati  a  costante  intervallo  f  uno  dall’  altro  ,  e  si  projettino  tutte 
queste  sezioni  sul  piano  (I.),  descrivendo  altrettante  circonferenze  col 
centro  comune  nel  punto  A  ,  e  che  abbiano  per  diametro  successiva¬ 
mente  le  bc  ,  b'c' ,  b"c"  ec.  Poniamo  che  la  retta  A L'  rappresenti  la 
lunghezza  costante  dell’elica  fra  una  sezione  e  l’altra,  di  modo  che 
costruendo  un  triangolo  rettangolo  A LL'  in  cui  essa  sia  la  ipotenusa  , 
ed  il  cateto  A L  sia  uguale  alla  distanza  di  queste  sezioni  ,  f  altro  ca¬ 
teto  LL  darà  la  lunghezza  della  sua  projezione  orizzontale  . 

Posto  ciò,  a  cominciare  da  qualsivoglia  punto  P  della  circonferen¬ 
za  estrema  si  inscriva  fra  essa  e  la  successiva  una  retta  PP'  uguale 
alla  LL'  ;  e  cosi  fra  la  seconda  circonferenza  e  la  terza,  un’altra  retta 
uguale  P'P['  ;  fra  la  terza  e  la  quarta  ,  una  P"P  "  \  e  cosi  via  di  seguito  . 
Projettando  li  punti  P7P',P  'ec.  sul  piano  (II.)  in  p:  p'7p"  ec.  e  con- 
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giungendoli  colf  istess’ ordine ,  si  otterrà  un  sistema  PP'P" ... — pp'p"  ... 
che  soddisfarà  il  quesito  ,  se  i  punti  P — p  ,  P' — p'  ec.  siano  infinita¬ 
mente  prossimi  .  La  cosa  è  evidente  ,  perciocché  il  luogo  geometrico 
di  lutti  questi  punti  risulta  di  costante  inclinazione  alì’  orizzonte  . 

Corollario.  E  chiaro  che  da  qualsivoglia  dei  punti  P  ,  P' ,  P"  ec. 
si  possono  tirare  due  rette  uguali  sino  alla  circonferenza  prossima  , 
come  verbigrazia  PP'  ,  Pu  ;  e  che  quindi  le  eliche  di  uniforme  incli¬ 
nazione  all’  orizzonte  possono  camminare  sulle  superficie  di  rivoluzione 
interrotte  a  zig  -  zag  ,  come  la  PnnTl"  .  .  .  —  .  . . 

§.  96.  Se  la  superficie  assegnata  sia  conica ,  le  circonferenze  in  che  Jig.l\?). 
si  projetlano  le  sezioni  orizzontali  risultano  equidistanti  fra  di  loro  , 
come  nella  Fig.  43.  Siano  condotti  i  raggi  AP ,  AP' ,  AP"  ec.  e  nel 
limite,  cioè  qualora  i  punti  P  ,  P' ,  P"  ec.  sono  ravvicinati  indefini¬ 
tamente,  tutti  i  triangoli  rettangoli  PQP' ,  P'Q'P"  ,  P"Q"P'n  ec.  di¬ 
ventano  uguali,  perchè  le  ipotenuse  PP' ,  P'P" ,  P'P"  ec.  ed  i  catetti 
PQ  ,  P'Q' ,  P"Q'"  ec.  sono  costanti  ;  di  modo  che  la  linea  PP'P"P"!  ... 
fa  angolo  costante  in  ogni  punto  col  raggio  vettore  AP ,  AP' ,  AP'_[  ec. 
Proprietà  caratteristica  della  spirale  logaritmica  . 

Da  questa  cognizione  si  ricava  ,  che  ,  geometricamente  parlando  ,  le 
eliche  di  uniforme  pendìo  tracciate  sulla  superficie  del  cono  ,  non  pos¬ 
sono  raggiungere  il  vertice  che  dopo  infiniti  giri  ,  ossia  che  non  vi 
arrivano  mai ,  perchè  tanto  succede  della  spirale  logaritmica,  in  cui  si 
projettano  sul  piano  (I.) ,  rispetto  al  polo  .  Ed  è  singolare  che  in  tal 
condizione  si  trovino  ambedue  le  eliche  ,  che  hanno  le  qualità  più  pre¬ 
gevoli  per  le  arti  :  questa  nostra  ,  e  l’ altra  che  traccia  sulla  superficie 
le  minime  distanze  . 

Di  quest’  ultima  è  facile  a  chiarirsi  ,  osservando  che  nel  settore  in 
cui  si  sviluppa  la  superficie  di  qualsisia  cono  §.  76.  ,  non  è  possibile 
condurre  una  retta  al  punto  che  rappresenta  il  vertice  ,  la  quale  non 
sia  generatrice  della  superficie  . 

§.  97.  Per  via  del  calcolo  è  facile  a  rilevare  l’indole  delle  spirali 
di  uniforme  pendìo  descritte  sovra  tutte  le  superficie  di  rivoluzione  . 
jN oi  lo  facciamo  nella  nota  (*)  ,  coll’ intendimento  d’apprestare  all’ In- 


(*)  Nella  Fig.  42.  siano  condotti  i  raggi  vettori  AP  ,  AP'  ,  AP"  ec.  La  tan-  Jìg.  f\->. 
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gegnerc  ogni  soccorso  possibile  in  questi  casi  più  difficili  dell’ Archi¬ 
tettura  .  Sono  ragguardevolissimi  gli  esempi  in  cui  si  vede  negletta  cosi 
utile  pratica  :  alla  colonna  Trajana  la  direttrice  della  chiocciola  interna 
va  a  finire  poggiando  sopra  la  superficie  di  un  cono  ,  senza  ritenere 
costante  il  suo  pendìo  come  sul  cilindro  ove  principia  ;  ed  alla  cima 
della  Cupola  Vaticana  avevasi  adito  originariamente  per  delle  scale  ap¬ 
plicate  secondo  le  curve  meridiane  . 


gente  dell’  angolo  QPP'  ,  fatto  dalla  proiezione  dell’  elica  col  raggio  vettore  ,  si  espri- 
QP'  [/(Pp'  —  PQ) 

me  da  -jrjp  =  - - Qp -  >  e  introducendo  i  consueti  simboli  algebrici  da 

l /(ds  —  dz) 
dz 

La  qualità  caratteristica  delle  eliche  che  noi  consideriamo  ,  consiste  nell’  essere 

'  .  p'r 

dapertutto  ugualmente  inclinate  all’orizzonte  .  Perciò  la  tangente  prp  dell’angolo  , 

che  fa  la  curva  PP'P"  .  .  .  - —  Pl>'p"  •  •  •  col  piano  (I.)  dovrà  essere  costante;  il  che 

esprimendo  colle  notazioni  usuali  ci  darà  1’  equazione  —  5=  a  ,  per  mezzo  della  quale 

ds 


la  forinola  che  abbiamo  trovato  di  sopra  diventa 


Ora  che  abbiamo  espresso  genericamente  la  tangente  trigonometrica  dell’  angolo  , 
che  fa  in  ogni  punto  la  linea  PP'P"  .  .  .  col  corrispondente  raggio  vettore  ,  determi¬ 
niamo  la  sua  equazione  differenziale  mediante  la  proporzione 


PQ  :  QP'  :  ;  1  1  tang.  QPP'  ,  ossia  dz  :  zdu  :  ;  1 


,  clic  dà 


adu  =  Ìly/  .  Introdotto  che  sia  per  Ja  <p' (z)  che  si  deriva  dall’ e- 

z  t  dz1  1  dz 


dx 


quaziotje  x  zsz  0  (^)  della  curva  meridiana  della  superficie  di  rivoluzione  ,  ed  eseguita 
l’integrazione,  ei  ricaverà  1’ equazione  in  termini  finiti  della  spirale  PP'P"  ,  ..  rife¬ 
rita  alle  coordinate  polari  BH  zzz  u  ,  AP  5=:  z  , 

Colla  medesima  equazione  si  può  anche  risolvere  il  problema  inverso  ,  cioè  tro¬ 
vare  la  curva  meridiana  ,  so  sia  nota  la  spirale  .  Infatti  questa  linea  $arà  data  median¬ 
te  un* equazione  polare  della  forma  uzzf(:)  che  dev’essere  necessariamente  l’integrale 
della  nostra  .  Ponendogli  dunque  uguale  la  derivata  ,  die  si  ricaverà  dalla  detta  equa¬ 
zione  u  -zzf^z)  ,  risulterà  un’  altra  equazione  F(x,  z)  zzo  ,  esprimente  la  curva  me¬ 
ridiana  della  superfìcie  . 
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§.  gB.  È  evidente  che  nell’  istesso  modo  del  §.  g5.  si  può  risol¬ 
vere  il  problema  generalissimo  di  descrivere  delle  linee  uniformemente 
inclinate  all’  orizzonte  sopra  qualsivoglia  superficie  ;  e  la  più  interes¬ 
sante  applicazione  che  ne  possa  trarre  la  scienza  dell’  Ingegnere  riguar¬ 
da  la  teoria  delle  strade  . 

Le  considerazioni  geometriche  che  influir  possono  sulla  traccia  delle 
strade,  acciocché  risultino  le  più  vantaggiose,  consistono  nel  fare  in 
modo  che  riesca  un  minimo  la  spesa  dei  trasporti  .  Questa  è  almeno 
la  condizione  che  in  pratica  si  ha  più  spesso  bisogno  di  soddisfare  . 
Qualora  dunque  la  pendenza  delle  naturali  inflessioni  del  terreno  sia 
tanto  dolce  ,  che  punto  non  influisca  sul  prezzo  dei  trasporti  ,  si  ot¬ 
terrà  l’intento  mediante  le  linee  di  minima  distanza.  Crescendo  poi 
indistintamente  codesta  inclinazione  succederà,  che  ,  da  un  certo  limite 
sino  ad  un  altro  ,  ella  diverrà  uno  degli  elementi  costituenti  il  prezzo 
dei  trasporti  .  Dopo  il  secondo  di  questi  limiti  la  rapidità  delle  pen¬ 
denze  diviene  insormontabile  agli  uomini  ed  alle  bestie  .  Ora  dunque, 
dentro  gli  accennati  confini  ,  il  prezzo  dei  trasporti  è  una  funzione 
della  lunghezza  e  della  pendenza  delle  strade  ;  ed  una  funzione  che 
cresce  al  crescere  d’  ognuna  di  queste  due  quantità  .  Ma  siringandosi 
l’andamento  di  una  strada  scema  la  di  lei  inclinazione  all’orizzonte, 
e  viceversa  .  Dunque  si  potrà  combinare  f  allungamento  della  traccia 
di  una  strada  colla  diminuzione  del  suo  pendìo  in  modo  da  conse¬ 
guire  il  minimo  della  spesa  ;  nè  può  la  linea  di  massima  economia  de¬ 
viare  da  questa  inclinazione  in  ogni  singolo  punto  .  Le  linee  di  uni¬ 
forme  declivio  sono  poi  anche  ugualmente  lunghe  §.  g4 ,  cosicché  dun¬ 
que  i  caratteri  geometrici  delle  strade  più  vantaggiose  sono  sempre  i  me¬ 
desimi  due,  cioè  la  minima  distanza,  e  la  pendenza  uniforme. 

Pur  anche  le  acque  se  si  muovono  sulla  superficie  terrestre  per  ope¬ 
ra  nostra  ,  ogni  ragione  d’  economia  esige  che  le  facciamo  viaggiare 
per  delle  linee  uniformemente  inclinate  all’orizzonte.  Abbandonale  agli 
f  impulsi  della  natura  percorrono  le  linee  di  massimo  pendìo  ,  e  noi 
faremo  vedere  nella  Lez.  7.  della  Parte  VI.  che  queste  sono  linee  di 
minima  distanza. 
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LEZIONE  8. 

Cenni  generali  intorno  le  superficie  gobbe  . 

- •©©©©©©©©-— - 

§.  99.  Le  superficie  sviluppabili  comecché  infinite  di  numero  non 
sono  che  un  caso  particolare  di  tutte  quelle ,  che  possono  venir  pro¬ 
dotte  dal  movimento  di  una  retta .  In  fatti  è  special  cosa ,  che  da  una 
posizione  all’altra  le  generatrici  siano  concorrenti,  ovvero  parallele. 
Tutte  le  altre  superficie  che  risultano  dal  movimento  più  generale  di 
una  retta  vengono  classificate  in  una  sola  famiglia  variamente  i n ti to^ 
lata,  e  che  noi  seguendo  Monge  ed  il  maggior  numero,  diremo  delle 
superficie  gobbe . 

§.  100.  Se  queste  superficie  si  volessero  trattare  come  originate  dal 
movimento  nello  spazio  di  un’  altra  ,  alla  guisa  che  abbiam’  usata  per 
le  sviluppabili ,  converrebbe  affrontare  delle  indagini  d’  una  sottigliezza 
tale  ,  che  mal  s’ addicono  alla  facilità  e  chiarezza  di  che  vuol  essere 
dotata  una  teoria,  che  debba  servire  di  fondamento  a  delle  operazio¬ 
ni  pratiche.  E  però  ci  contenteremo  di  additare,  che  tutte  quante  sono 
f  inviluppo  dello  spazio  di  quegli  individui  della  medesima  loro  fami¬ 
glia  ,  che  non  oltrepassano  il  secondo  grado  ,  riserbandosi  di  darne 
adequata  ragione  quando  si  parlerà  dei  contatti  . 

§.  101.  Considerandole  invece  generate  da  una  retta,  esse  vengono 
individuate  qualora  s’ imponga  condizione  alla  loro  generatrice  di  pog¬ 
giarsi  costantemente  a  tre  linee  date  nello  spazio  .  Questa  condizio¬ 
ne  infatti  determina  tutte  le  posizioni  della  retta  mobile  .  Assegnato 
un  punto  d’  una  di  loro  ,  può  riguardarsi  come  il  vertice  d’  una  su¬ 
perficie  conica  ,  che  abbia  per  base  un’  altra  delle  date  linee  ,  e  questo 
cono  incontrerà  la  terza  linea  in  uno  o  più  punti  .  Le  rette  condotte 
per  questi  punti,  e  per  lo  vertice  del  cono,  s’appoggiano  sovra  tutte 
tre  le  linee  date  ,  c  però  stabiliscono  altrettante  posizioni  della  gene¬ 
ratrice  .  Variando  posizione  sulla  prima  linea  al  vertice  della  superficie 
conica  ,  è  ben  evidente  che  si  percorreranno  tutte  le  stazioni  possibili 


E  DELLE  SUPERFICIE  CURVE  . 


65 


della  retta  mobile  ;  e  quindi  la  superficie  che  ne  risulta  è  determinata , 
vale  a  dire  ogni  superficie  gobba  ,  da  tre  linee  direttrici . 

§.  102.  Questa  famiglia  di  superficie  è  forse  quella,  che  presenta  le 
maggiori  varietà  ,  perchè  cambiando  forma ,  ad  una  sola  delle  tre  di¬ 
rettrici  ,  subito  ne  emergono  delle  superficie  d’  un  genere  diverso  ;  e 
cambiandovi  posizione  o  grandezza  ,  anche  le  superficie  soffrono  delie 
analoghe  variazioni  .  Alcune  volte  ,  e  specialmente  nelle  arti  ,  queste 
superficie  vengono  definite  da  condizioni  diverse ,  ma  sempre  equiva¬ 
lenti  alle  generalissime  da  noi  poste  nel  paragrafo  antecedente  ,  come 
sarebbe  che  la  generatrice  dovesse  continuamente  esser  tangente  a  tre 
date  superficie  ,  o  veramente  a  due  ,  mantenendosi  poi  parallela  ad  un 
piano  ,  ec.  Noi  ci  limiteremo  ad  esaminare  partitamente  quelle  che  più 
interessano  le  arti ,  dividendo  per  maggiore  chiarezza  questa  importante 
materia  in  due  Lezioni  .  Alle  quali  ne  seguiterà  poi  una  terza  per 
additare  con  alcuni  esempj  la  strada  di  rappresentare  eziandio  le  me¬ 
no  usuali  . 


LEZIONE  9. 

Delle  superficie  gobbe  a  tre  direttrici  lineari  . 

- •  ©€€)€€)«*—— 

§.  io3.  Problema  1.  Piappresentare  graficamente  la  superficie  che 
genera  una  retta  scorrendo  sovra  tre  linee  . 

Siano  AB  —  ab  ,  CD —  cd  ,  EF —  ef ,  Fig.  44*  Tav.  IN.  ,  le  tre  fig-kk 
direttrici  .  Per  determinare  una  posizione  qualsivoglia  della  generatri¬ 
ce  ,  fissato  che  sia  un  punto  ad  arbitrio  M  —  m  in  una  di  loro, 
si  rappresenti  la  superficie  conica  ,  che  ha  per  vertice  questo  punto  , 
e  per  base  una  delle  altre  due  direttrici  ,  per  esempio  la  CD  —  cd .  A 
tal  fine  si  prenderà  sovr’  essa  una  serie  di  punti  D — d ,  G — g ,  H — h  ec. , 
e  le  rette  MD  —  md  ,  MG  —  mg  ec.  rappresenteranno  altrettante  po¬ 
sizioni  della  generatrice  del  cono  . 

Si  costruiscano  poscia  le  projezioni  P  —  P  •>  Q  —  7 ,  R  —  r  ec.  de  pun¬ 
ti  ,  ove  queste  rette  incontrano  il  cilindro  projettante  ,  che  si  erige 
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sulla  traccia  EF\  operazione  indicata  con  tutta  chiarezza  dalla  figura  , 
e  di  cui  si  dà  ragione  con  un  raziocinio  simile  a  quello  del  §.  19. 
Condotta  per  le  projezioni  verticali  p  ,  q  ,  r ,  s  ec.  una  linea,  segherà 
in  qualche  punto  t  la  fe  .  Si  determini  sulla  EF  la  corrispondente 
projezione  T  ;  e  finalmente  sian  tirate  le  rette  TM ,  tm  ,  che  saran¬ 
no  le  projezioni  della  generatrice ,  quando  incontra  le  direttrici  nei  tre 
punti  M  —  m  ,  K  —  k  ,  T  —  t . 

Le  due  linee  EF — ef ,  EF — ps  hanno  la  medesima  projezione 
sul  piano  (I.)  ,  e  quelle  sul  (II. )  si  tagliano  nel  punto  t  .  Dunque 
le  projezioni  t  —  T  rappresentano  un  punto  comune  ad  ambedue  le 
obbiettive  (*),  cioè  quello  in  cui  la  direttrice  EF  —  ef  scontra  il  cono 
ausiliario.  Laonde  per  quanto  è  stato  detto  nel  §.  101.,  MT — mt 
stabiliscono  una  posizione  della  generatrice  della  superficie  gobba  . 

Benché  le  tre  direttrici  siano  sufficienti  per  individuare  una  super¬ 
ficie  gobba,  come  effettivamente  si  è  ora  veduto,  ciò  non  ostante  non  si 
può  dire  che  questo  modo  basti  a  determinare  immediatamente  qualun¬ 
que  punto  della  superficie ,  qualora  di  esso  abbiasi  una  sola  projezione. 
Volendo  operare  secondo  lo  spirito  del  §.  i3.  bisogna  condurre  per  la 
projezione  del  punto  ,  esibita  in  uno  de’ piani  coordinati  ,  un  piano  per 
pendicolare  al  medesimo  ,  e  determinare  la  sua  intersezione  colla  super 
ficie .  In  questa  linea  sarà  necessariamente  allogato  quel  punto  di  cui 
è  data  una  projezione,  e  si  cerca  l’altra. 

La  rappresentazione  completa  di  queste  superficie  dipende  dunque 
dalla  loro  intersezione  col  piano  ,  ma  noi  ci  dispenseremo  da  questa 
indagine,  anche  dopo  aver  trattato  1’  argomento  delle  intersezioni,  per 
la  ragione  che  di  rado  nelle  arti ,  e  nella  stessa  scienza  dell’  Ingegne¬ 
re  ,  vengono  adoperate  le  superficie  gobbe  in  tanta  generalità  . 

§.  104.  Se  una  delle  tre  direttrici  sia  rettilinea  ,  siccome  essa  può 
servire  di  base  al  cono  ausiliario  ,  che  per  conseguenza  si  trasformerà 
in  un  piano  ,  la  rappresentazione  della  superficie  gobba  diverrà  in  tal 
caso  molto  più  agevole,  e  completa  secondo  il  tenore  del  §.  i3. 

Poniamo  uno  de’  piani  coordinati  ,  per  esempio  il  (I.),  normale  alla 
Jìg-  45.  direttrice  rettilinea,  sicché  abbiasi  projettata  in  P  —  pp' ,  Fig.  45  ,  ed 


(*)  Vedasi  l’ annotazione  del  $•  G8. 
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AB  —  ab  ,  CD  —  ccl  siano  le  projezioni  delle  altre  due  direttrici .  Trat¬ 
tasi  di  rappresentare  la  generatrice ,  allorché  passa  per  un  punto  qual- 
sisia  della  superfìcie,  del  quale  è  data  la  projezione  Q  sul  piano  (I.)  . 

Condotta  la  retta  PQ  ,  sarà  essa  necessariamente  la  projezione  della 
generatrice  quando  passa  per  lo  punto  rappresentato  in  Q  ,  ed  i  pun¬ 
ti  N ,  N' ,  ove  incontra  rispettivamente  le  curve  AB  ,  CD  ,  saranno 
le  projezioni  dei  punti  nei  quali  la  generatrice  incontra  le  due  diret¬ 
trici  AB  —  ab  ,  CD  —  cd  .  Determinati  dunque  n,  ed  fi'  corrispon¬ 
denti  alle  projezioni  N,N',  la  retta  un'  sarà  sul  piano  (II.)  proje¬ 
zione  della  generatrice,  che  si  projetta  sul  (I.)  in  NN' .  Quindi  si  avrà 
immediatamente,  per  via  del  solito  criterio  l’altra  projezione  <7,  cor¬ 
rispondente  alla  Q  . 

Corollario  1.  Le  rette  NN'9nn'  scontrando  in  più  punti  le  curve 
di  projezione,  si  avranno  corrispondentemente  più  generatrici  della  su¬ 
perficie  projettate  nell’  una  ,  e  nell’  altra  .  In  tal  combinazione  si  esige 
molta  cautela  per  non  errare  nel  combinar  insieme  queste  projezioni . 

Corollario  2.  In  questo  genere  di  superficie  entrano  quelle  ,  che  nell’  ar¬ 
te  delle  costruzioni  i  Francesi  chiamano  Vi oussures  .  Per  lo  più  ven¬ 
gono  impiegate  ad  unire  due  altre  superficie  fra  di  loro  .  La  Vous- 
sure  detta  di  Marsiglia  ha  due  circonferenze- per  direttrici  ,  e  la  terza 
rettilinea  è  1’  asse  d’  una  di  loro  . 

§.  io5.  Assegnando  rettilinee  tutte  le  direttrici  di  una  superficie 
gobba  ,  è  ben  chiaro  che  il  metodo  usato  precedentemente  è  servibile 
in  ogni  sua  parte  per1  rappresentare  graficamente  anche  questo  genere  . 
Cessa  soltanto  la  possibiltà  dei  casi  additati  nel  primo  corollario,  av¬ 
vegnaché  le  rette  NN' ,  nn  non  possono  segare  le  projezioni  delle  al¬ 
tre  due  direttrici  in  più  di  un  punto  . 

Le  superficie  di  questo  particolar  genere  delle  gobbe  sono  di  se¬ 
condo  grado  ,  e  si  chiamano  iperboloidi  ad  una  falda  (*)  ,  perché 
compongono  una  delle  cinque  classi  ,  in  che  si  dividono  tutte  le  su¬ 
perficie  del  secondo  grado  .  La  ragione  di  tale  nomenclatura  sta  in 
ciò  ,  che  epieste  superficie  possono  venir  generate  da  un’  iperbola  varia- 


(*)  Teoria  delle  superficie  di  secondo  grado  . 
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bile  di  grandezza,  che  ruoti  d’intorno  il  suo  asse  immaginario.  Nella 
Lezione  14.  si  vedrà  effettivamente  questa  seconda  generazione  della 
superficie  . 

§.  106.  Teorema  i.  Poste  rettilinee  le  tre  direttrici  di  una  superfi¬ 
cie  gobba,  e  fissata  la  sua  generatrice  in  tre  posizioni  arbitrarie,  se  si 
faccia  scorrere  una  retta  sovra  di  loro  si  genera  la  medesima  superficie  . 
fig. 46.  Rappresentino  AB ,  CD:EF,  Fig.  4^*  Tav.  X  ,  le  tre  rette  diret¬ 
trici,  ed  ab  ,  ccl ,  ef ,  le  tre  posizioni  della  generatrice,  che  vicende¬ 
volmente  s’ interseghino  nei  punti  additati  della  figura  . 

Prima  di  tutto  è  ben  evidente ,  che  due  superficie  gobbe ,  le  quali 
abbiano  per  direttrici  una  le  tre  rette  AB,CD,EF,e  l’altra  le  tre 
ab  ,  cd ,  ef  sono  dell5  istesso  genere  .  Inoltre  queste  due  superficie  si 
accomunano  fra  di  loro  in  tutta  1’  estensione  delle  sei  rette  nominate  » 

Ora  ,  queste  sei  rette  sono  visibilmente  determinate  di  posizione  dai 
nove  punti  rappresentati  in 

^  j  e  ,  e,  6  ,  O  ,  B)  ,  b  ,  d  ,  f  y 

e  perciò  si  può  trasmutare  il  sovraddetto  rapporto  di  coesistenza  delle 
nostre  due  superficie  nell’  altro  di  dover  avere  comuni  quei  nove  punti 
che  abbiamo  nominati  .  Ma  tanti  sono  i  punti  ,  che  si  richieggono  a 
determinare  completamente  una  superficie  del  secondo  grado  ,  coni’  è 
noto  per  la  loro  teoria  analitica  ;  dunque  le  due  superficie  finora  sup¬ 
poste  non  possono  essere  che  identiche  ,  vale  a  dire  costituirne  una  sola  . 

Corollario  .  Da  ciò  si  rileva  che  per  ogni  punto  delle  superficie  gob¬ 
be  ,  a  tre  direttrici  rettilinee,  passano  due  rette  costituite  in  loro  me¬ 
desime  ,  la  prima  delle  quali  si  determina  per  mezzo  delle  tre  direttri¬ 
ci ,  e  la  seconda  mediante  tre  lati  della  superficie  . 
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LEZIONE  IO. 

Delle  superficie  gobbe  che  hanno  un  piano  direttore  . 

- •33333333(13—— 

§.  107.  Problema  1.  Esprimere  graficamente  le  superficie  gobbe, 
che  hanno  due  linee  ed  una  superficie  piana  per  direttrici  della  loro 
generazione  . 

Siano  AB  —  ab  ,  CD  —  cd  le  due  direttrici ,  ed  NXrì  il  piano  a  fig. \ 7 . 
cui  la  generatrice  deve  trovarsi  perpetuamente  parallela  nello  scorrere 
che  fa  le  due  linee  assegnate  ,  Fig.  4-7  • 

Per  costruire  una  posizione  qualsivoglia  della  generatrice ,  quella  ver- 
bigrazia  che  deve  passare  per  lo  punto  A  —  a  ,  è  naturale  che  biso¬ 
gna  condurre  per  esso  un  piano  parallelo  a  quello  NXn' ,  che  dirige 
la  generazione,  e  determinare  il  punto  H — h  ,  in  che  taglia  l’altra 
direttrice  CD  —  cd .  A  tal’  uopo  ci  vaieremo  del  seguente  metodo  . 

Condotta  arbitrariamente  una  retta  NN'  —  nn'  nel  piano  dato  ,  di 
essa  ci  serviremo  per  determinare  un  sistema  di  rette  XN  —  Xn  , 

XE  — Xe  ,  XF — Xf  ec.  esistenti  nel  piano,  e  tutte  concorrenti  ad 
un  punto  X,  qualsisia  ;  poi  si  tireranno  per  li  punti  A  ,a  delle  pa¬ 
rallele  rispettivamente  alle  XX,  XE  ec.  Xn  ,  Xe  ec.  E  cosa  evidente  che 
tutte  queste  rette  AP  —  ap  ,  AQ  —  aq  ,  AR —  ar  ec.  sono  situate 
in  un  piano  parallelo  all’  NX  n'  ,  e  passante  per  lo  punto  A  — a  . 
Determinati  dunque  i  punti  P  —  p  ,  Q  —  q  ,  R  —  r  ec.  in  cui  rag¬ 
giungono  il  cilindro  projeltante  eretto  sulla  curva  CD  ,  e  disegnata 
una  linea  continua  per  le  projezioni  verticali  p,q,r  ec.  sarà  essa  la 
projezione  della  sezione  del  piano  col  cilindro.  Quindi  il  plinto^  —  H 
in  cui  si  tagliano  le  due  curve  CD  —  cd  ,  CD  —  pr  sarà  quell’  istesso 
in  cui  il  piano  ,  condotto  per  A  —  a  parallelamente  all’  NX  n'  ,  sega 
la  direttrice  CD —  cd .  Dunque  la  generatrice  della  superficie,  che  passa 
per  A  —  a  ,  resta  determinata  in  AH — ah. 

Questa  costruzione  affatto  simile  a  quella  del  §.  io3.  si  dimostra 
nell’  istesso  modo  ;  e  parimenti  non  vale  ad  indicare  immediatamente 
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qualsivoglia  punto  della  superficie.  Si  può  "peraltro  riuscirvi  molto  age¬ 
volmente  collocando  uno  de’  piani  coordinati  parallelo  a  quello  ,  che 
serve  alla  generazione,  della  superficie  .  Più  tardi  noi  avremo  occasio¬ 
ne  d’  usare  di  codesto  temperamento  . 

Coroll ario  .  Se  il  piano  condotto  per  A  —  a  taglia  in  più  punti  la 
curva  CD —  cd ,  ognuno  d’essi  fornirà  una  posizione  della  genera¬ 
trice  ;  talché  essendo  quella  direttrice  una  linea  di  secondo  grado  ad 
ogni  piano  corrisponderanno  due  posizioni  della  generatrice  . 

§.  108.  Allorché  una  delle  due  direttrici  è  retta,  l’individuo  che 
esse  determinano  appartiene  ad  una  specie  particolare  di  superficie  gob¬ 
be  ,  che  si  chiamano  conoidi ,  perchè  hanno  qualche  rassomiglianza 
colle  superficie  coniche  . 

Tutti  i  lati  del  cono  si  congiungono  in  un  punto  ,  e  quelli  del  co¬ 
noide  si  applicano  successivamente  alla  retta  direttrice  mantenendosi 
tutti  paralleli  ad  un  piano  .  Intendendo  poi  condotta  la  perpendico¬ 
lare  comune  a  due  posizioni  consecutive  della  generatrice  ,  e  ripetendo 
questo  concetto  per  tutte  le  generatrici  ,*  la  serie  di  queste  perpendi¬ 
colari  infinitesime  è  costituita  in  una  linea  continua  ,  secondo  la  quale 
la  superficie  si  restringe  più  che  in  qualunque  altro  senso  ,  e  che  per 

tale  motivo  ha  qualche  analogia  col  vertice  del  cono  .  Essa  viene  chia¬ 

mata  per  P  appunto  linea  di  strizione  ,  e  si  confonde  colla  direttrice 
rettilinea,  se  il  piano  regolatore  le  sia  normale,  nel  qual  caso  la  su¬ 
perficie  .prende  il  nome  di  conoide  inetto  .  Tal’  è  per  esempio  il  co¬ 
no-cuneo  considerato  dal  Wallis  ,  il  quale  ha  per  direttrici  una  cir¬ 
conferenza,  ed  una  retta.  Questa  è  superficie,  che  qualche  volta  può 

venire  impiegata  nelle  costruzioni  architettoniche  ,  come  per  esempio 
a  cuoprire  delle  nicchie  ,  che  abbiano  una  centina  circolare ,  ed  un  al¬ 
tra  rettilinea  . 

§.  109.  Se  ambedue  le  direttrici  si  convertano  in  linee  rette,  la  su¬ 
perficie  conoidica  ,  che  determinano  ,  presenta  una  varietà  ben  distin¬ 
ta  ,  e  rimarchevole  .  Essa  è  del  secondo  grado  ,  e  prende  il  nome  di 
paraboloide  iperbolica  (*) ,  perciò  solo  che  queste  superficie  non  pos- 


(*)  Teoria  delle  superficie  di  secondo  grado  . 
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sono  esser  tagliate  da  un  piano,  che  per  delle  parabole,  o  delle  iper¬ 
bole  .  La  loro  rappresentazione  grafica  è  molto  più  agevole  di  quella 
esposta  nel  §.  107.  pel  caso  generale  ,  non  trattandosi  che  di  trovare 
T  intersezione  di  un  piano  con  una  retta. 

Queste  superficie  ,  e  le  loro  congeneri  del  §.  io5.  sono  di  frequen¬ 
tissimo  uso  in  tutta  1’  arte  delle  costruzioni  :  Y  Ingegnere  non  avrà  for¬ 
se  a  calcolare  un  terrazzamento  ,  che  è  quanto  dire  a  proporre  un  la¬ 
voro  sia  di  strade  ,  sia  per  canali  o  fiumi  ,  e  sia  intorno  le  fàbbri¬ 
che,  senza  che  s’imbatta  nel  bisogno  di  dover  introdurre  ne’ suoi  pia¬ 
ni  di  esecuzione  alcuna  di  queste  superficie  . 

§.  no.  Teorema  1.  Le  superficie  gobbe,  che  hanno  due  direttrici 
rettilinee  ed  un  piano  direttore,  ammettono  una  seconda  generazione 
per  mezzo  di  una  retta  ,  che  scorra  la  generatrice  fissata  in  due  po¬ 
sizioni  arbitrarie  ,  con  un  piano  direttore  ,  che  sia  parallelo  alle  due 
direttrici  . 

Siano  le  direttrici  AM ,  Bb  ,  e  (n)  il  piano  regolatore,  Fig.  48  ? 
cosicché  AB  ,  Mb  siano  due  posizioni  arbitrarie  della  generatrice  .  De-  jìg. 
terminato  il  piano  (P)  parallelo  alle  due  direttrici  AM ,  Bb  ,  conside¬ 
riamo  la  superficie  che  genera  una  retta  scorrendo  le  due  generatrici 
AB  ,  Mb  parallelamente  al  detto  piano  (P) . 

A  tal  uopo  si  disegnino  le  intersezioni  bD  ,  DA  del  piano  AMb 
coi  due  (P),  e  (n)  ,  e  poi  diasi  attenzione  alla  generatrice  A'B'  della 
prima  superficie,  fissata  ovunque  dal  piano  (tt)  parallelo  al  (n)  ,  ed 
all’  altra  Hh  della  seconda  ,  collocata  pur  essa  arbitrariamente  ,  me¬ 
diante  il  piano  (p)  parallelo  al  (Pj  .  La  somiglianza  de’ triangoli ,  che 
si  ottengono  nei  due  piani  (ri)  ,  e  (P)  dà 


CH  ~ 


AC  .DB 
AD 


DB'  — 


bD' .  DB 
bD 


e  quella  degli  altri ,  che  risultano  nei  due  piani  (57-)  , 

r  TT'—  A  C'  •  DB>  -  AC-  hD>  •  DB  r  w  —  hC  •  CH 
~  '  AD'  AD  .  bD  ’  —  hC 


e  [P) 

_  bD'.AC.DB 
bD  .  AD 


laonde  si  conclude  ,  che  le  generatrici  A  B'  y  Hh  delle  due  superficie 
si  tagliano  fra  di  loro  nel  punto  //'  .  E  potendo  dimostrare  simil- 
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mente  ,  che  qualsisia  altra  coppia  di  generatrici  ha  sempre  un  punto 
comune  ,  ne  segue  che  le  due  superfìcie  han  comuni  tutti  i  loro  pun¬ 
ti  ,  cioè  sono  identiche  . 

Corollario  .  Di  qui  ne  segue  ,  che  per  ogni  punto  delle  parabo¬ 
loidi  iperboliche  passano  due  rette  costituite  intieramente  nella  super¬ 
fìcie  .  Proprietà  con  esso  loro  goduta  in  comunione  dalle  iperboloidi 
ad  una  falda,  e  che  anzi  può  dirsi  originaria  di  quest’ ultima  classe 
di  superfìcie  ,  poiché  le  paraboloidi  nascono  da  una  particolar  modi¬ 
ficazione  delle  iperboloidi,  come  più  innanzi,  Lez.  14. ,  verrà  provato. 

LEZIONE  11. 

Si  estende  la  rappresentazione  delle  superficie  gobbe 
ad  alcune  altre  meno  usuali  . 

— — ccccc— - 

§.  in.  Problema  1.  Piappresentare  graficamente  le  superficie  gob¬ 
be  ,  che  hanno  due  direttrici  lineari  ,  una  delle  quali  sia  retta  ed  ab¬ 
bia  costante  inclinazione  colla  generatrice  . 

Posto  il  piano  (I.)  ortogonale  alla  direttrice  rettilinea  A  —  aa' , 

•  49*  ■f'ig.  49*  Tav.  XI.  }  sia  BC — *  bc  l’altra  ,  ed  O  la  projezione  d’  un 
punto  della  superficie  . 

Per  rappresentare  la  generatrice  che  passa  per  questo  punto ,  si  tiri 
la  retta  AO  \  e  per  lo  punto  D  ,  ov’ essa  taglia  la  curva  BC ,  con¬ 
ducendo  una  perpendicolare  alla  MX ,  si  noti  il  punto  d  ove  incon¬ 
tra  la  curva  bc .  Per  questo  punto  d’incontro  si  tiri  una  retta  ^pa¬ 
rallela  alla  MX ,  sulla  quale  si  prenda,  cominciando  dal  punto  e ,  la 
porzione  ef —  AD  ;  e  per  f  si  conduca  una  retta  fg,  che  formi  col¬ 
la  aa'  1’  angolo  assegnato  .  Tirata  la  retta  dg ,  sarà  dessa  projezione 
sul  piano  (II.)  della  generatrice  della  superficie  ,  allorché  sul  (I.)  si 
projetta  in  AD  . 

Essendo  d  1’  altra  projezione  del  punto  comune  alla  generatrice  ed 
alla  direttrice  curvasse  da  questo  punto  suppongasi  condotta  una  per¬ 
pendicolare  alla  direttrice  A  —  aa' ,  sarà  questa  parallela  ed  uguale 
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alla  sua  projezione  AD  §.  20.  Suppongasi  ,  che,  ruotando  intorno  la 
medesima  vellicale  A  —  aa'  ,  descriva  una  circonferenza  col  punto 
D  —  d  .  Se  da  quanti  punti  si  voglia  di  questa  circonferenza  siano 
condotte  delle  rette  inclinale  alla  A — flfl',com’  è  richiesto  dalla  con¬ 
dizione  del  problema  ,  avranno  per  luogo  geometrico  la  superficie  di 
un  cono  retto,  cioè  incontreranno  tutte  l’asse  nel  medesimo  punto. 
Ma  f  si  vede  manifestamente  che  è  projezione  d’ un  punto  della  men¬ 
tovata  circonferenza  ,  e  gf  projezione  d’  un  lato  del  cono  ;  sicché  g 
sarà  la  projezione  del  vertice  .  Perciò  si  ha  nella  dg  la  projezione  di 
quella  generatrice  della  superficie  ,  che  si  projetta  in  AD  sul  piano  (I) . 
La  projeizione  o  che  corrisponde  alla  data  O  si  trova  subito  col  noto 
criterio  del  §.  8. 

Corollario  .  Due  sono  le  rette  ,  che  dal  punto  f  possono  condursi 
ugualmente  inclinate  alla  aa'  ,  il  perchè  due  sono  le  generatrici  della 
superficie,  che  si  projettano  sul  piano  (I.)  in  AO,e  due  i  punti  rap¬ 
presentati  in  O  .  Le  quali  due  generatrici  danno  esistenza  a  due  falde 
distinte  di  una  medesima  superficie  situate  contrariamente  f  una  all’al¬ 
tra  ,  e  che  si  tagliano  vicendevolmente  secondo  la  direttrice  CB  —  cb. 
Ma  se  P  angolo  assegnato  per  condizione  sia  retto  ,  allora  unica  è  la 
generatrice  rappresentata  in  AO ,  e  la  superficie  rientra  nella  classe  di 
quelle  noverate  al  §.  108. ,  cioè  diventa  un  conoide  retto,  perchè  la 
condizione  che  la  generatrice  faccia  costantemente  angolo  retto  colla 
direttrice  rettilinea  ,  equivale  all’  altra  di  conservarsi  sempre  parallela  ad 
un  piano  . 

§.  ti 2.  Problema  2.  Rappresentare  le  superficie  gobbe  che  hanno 
due  direttrici  lineari  ,  ed  una  superficiale  ,  a  cui  debba  essere  costan¬ 
temente  tangente  la  generatrice  . 

Si  fissi  un  punto  sovra  una  delle  due  linee  date ,  ed  ivi  si  costruisca 
il  vertice  di  un  cono  circoscritto  alla  superficie  .  Questo  cono  taglierà 
la  seconda  direttrice,  e  le  rette  condotte  dai  punti  d’intersezione  al 
vertice  saranno  altrettante  generatrici  della  superficie  .  La  cosa  è  di  per 
se  stessa  evidente  . 

Questo  metodo  generale  può  sempre  applicarsi,  ma  dipendentemente 
dalla  natura  e  dalla  posizione  della  superficie  data  può  venir  modifi¬ 
cato  a  maggior  semplicità,  e  può  collimare  col  modo  del  §.  i3. 
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Sia  cilindrica  la  superfìcie  direttrice  ,  e  collochiamola  normale  al 
piano  (I.)  r  di  maniera  che  venga  rappresentata  in  EGFG'  —  eefg  , 
Jìg.So.  Fìg.  do;  e  siano  AB — ab  ,  CD  —  cd  le  due  direttrici  lineari. 

Tirate  quante  tangenti  si  voglia  AC  ,  HI ,  KL  ,  NO  ec.  alla  base 
EGFG'  del  cilindro  ,  saranno  esse  naturalmente  le  traccie  d’  altrettanti 
piani  tangenti  al  cilindro  medesimo  .  I  quali  essendo  verticali  ,  i  punti 
A,  C,H  ,1  ec.  rappresenteranno  sul  piano  (I.)  quelli  in  che  ognuno 
di  loro  scontra  rispettivamente  le  direttrici  lineari  .  Determinale  che 
siano  pertanto  le  corrispondenti  projezioni  a  c  >  h  ,  i  ec. ,  e  congiuntele 
col  medesimo  ordine,  saranno  evidentemente  AC —  ac  ,  HI  —  hi  ec. 
altrettante  posizioni  della  generatrice .  Ognuno  intende  che  è  sempre 
lecito  di  far  passare  una  di  queste  generatrici  per  un  punto  ,  di  cui 
fosse  data  la  proiezione  orizzontale  . 

Corollario.  La  circonferenza  EGFG'  tangente  a  tutte  le  projezioni 
orizzontali  della  generatrice  sarà  per  conseguenza  il  contorno  di  questa 
projezione.  della  superficie  ;  e  cosi  la  curva  pcjrs....  ,  tangente  a  tutte  le 
projezioni  verticali  costituirà  il  contorno  della  projezione  sul  piano  (li.) 

§.  ii  3.  Problema  3.  Rappresentare  le  superfìcie  gobbe  che  hanno 
una  direttrice  lineare  ,  e  due  superficiali  ,  tra  le  quali  sia  compreso' 
un  piano  . 

E  chiaro  che  fa  generatrice  deve  poggiarsi  alla  linea  ed  alla  su¬ 
perfìcie  curva  ,  mantenendosi  costantemente  parallela  al  piano  ;  ed  è 
facile  a  vedere  qual’ è  la  strada  che  si  può  battere  per  sciogliere  ge¬ 
neralmente  il  quesito.  Una  serie  di  piani  paralleli  al  direttore  segherà 
le  due  direttrici  della  superficie  una  linearmente  ,  e  f  altra  per  dei  pun¬ 
ti  ;  e  tutte  le  tangenti  che  si  possono  condurre  per  questi  alla  linea  sa¬ 
ranno  altrettante  generatrici  della  superficie.  Volendo  poi  ricavare  dalla 
rappresentazione  ogni  singolo  punto  di  cui  fosse  data  una  projezione, 
bisognerà  condursi  come  è  stato  indicato  al  §.  io3. 

Si  prendano  i  piani  coordinati  per  guisa  che  uno  di  loro  sia  pa¬ 
rallelo  al  piano  direttore,  e  sia  sferica  la  direttrice  superficiale.  Di  que- 
fig.Ixi.  sta  sia  if  centro  A  —  a  ,  Fig.  5i  ,  e  sia  C1II — cihi'  la  direttrice 
lineare  . 

Si  tagli  il  sistema  delle  direttrici  con  un  piano  ausiliario  M'X' ,  e 
saranno  n  ,  n'  le  projezioni  dei  punti  in  che  esso  scontra  la  linea 
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C1H  —  cihi' ,  ed  oo '  la  projezione  della  linea  in  che  taglia  la  sfera  . 

Si  descrivano  le  projezioni  corrispondenti  tanto  all’  una  che  alle  altre  , 
cioè  le  2V,  N' ,  e  la  OBO'B' .  Le  tangenti  NP  ,  ZV'P' ,  che  dai  punti 
iVjiV’  si  possono  tirare  alla  circonferenza  OBO'B'  rappresentano  tante 
generatrici  della  superficie ,  le  quali  sul  piano  (II.)  hanno  tutte  la  pro¬ 
jezione  comune  M'X' . 

Corollario.  Il  punto  G  in  che  si  tagliano  le  projezioni  NP ,  N  P' 
rappresenta  necessariamente  un  punto  comune  alle  corrispondenti  ob¬ 
biettive  ;  posto  che  giacciono  entrambe  nel  piano  M'X' ,  e  così  ac¬ 
cadendo  per  ognuno  dei  piani  ausiliari  si  vede  chiaramente  ,  che  la 
presente  superficie  è  composta  di  due  falde  ,  che  si  tagliano  scambievol¬ 
mente  in  una  certa  linea  singolare  della  superficie  ,  un  punto  della 
quale  è  il  G  —  g  . 

LEZIONE  12. 

Delle  Elicoidi . 

—cocce— 1  ■ 

§.  1 1 4-  A  due  specie  di  superficie  generabili  dalla  retta  si  dà  il  no¬ 
me  d’  elicoide  :  le  sviluppabili  die  hanno  per  linea  di  regresso  una 
elica,  e  le  gobbe  che  hanno  per  direttrici  una  elica  ed  il  suo  asserii 
quale  sia  incontrato  dalla  generatrice  con  angolo  costante  . 

Nelle  combinazioni  che  sono  proprie  alle  arti  ,  sia  liberali  sia  mec¬ 
caniche  ,  entrano  bene  spesso  delle  superficie  elicoidiche  pertinenti  alla 
seconda  specie  ,  e  per  questo  noi  investigheremo  più  solertemente  V  in¬ 
dole  e  le  qualità  delle  elicoidi  gobbe  ,  di  quello  che  sia  per  le  eli¬ 
coidi  sviluppabili .  Tanto  le  une  quanto  le  altre  possono  facilmente 
rappresentarsi  giusta  il  principio  del  §.  i3. ,  come  di  per  se  stesso  si 
renderà  manifesto  ad  ognuno  . 

§.  1 1 5.  Problema  i.  Esprimere  graficamente  una  elicoide  sviluppabile. 

Sia  la  circonferenza  ABC ,  fig.  52.  Tav.  XII.,  la  projezione  oriz-  Jig.^i 
zontale  della  linea  di  regresso  ,  che  verticalmente  si  projetti  nella  li¬ 
nea  de’  cosseni  abc  .... 
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Tutto  si  riduce  a  rappresentare  le  tangenti  dell’elica  data  §.  67, 
e  più  innanzi  Parte  V.  Lez.  1.  noi  vedremo  che  questo  si  ottiene  per 
mezzo  delle  tangenti  delle  projezioni  .  Ora,  le  tangenti  del  circolo  si 
sanno  descrivere  per  gli  elementi  della  geometria  ,  e  per  quelle  dell’ 
altra  projezione  additeremo  il  seguente  metodo  ,  che  si  desume  dallo 
sviluppo  delle  superficie  cilindriche  . 

Sia  d  il  punto  della  linea  de’ cosseni  a  cui  si  tratta  di  condurre  la 
tangente  .  Se  ne  faccia  la  projezione  orizzontale  D  ,  e  si  conduca  la 
DT  tangente  in  D  al  circolo  ABC.  Si  prenda  la  lunghezza  DJ 1  ugua¬ 
le  all’arco  DBA ,  che  risulterà  il  punto  T  la  traccia  orizzontale  del¬ 
la  tangente  dell’  elica  ABD  —  abd  nel  punto  D  —  d  §.  93.  Per  con¬ 
seguenza  ,  eseguita  che  sia  la  projezione  t  del  punto  7"  ,  la  retta  td 
sarà  necessariamente  tangente  alla  curva  abd  nel  punto  d  . 

Pia ppresen tato  un  discreto  numero  di  generatrici,  come  si  vede  nella 
figura  ,  la  projezione  formerà  immagine  ,  e  farà  conoscere  la  forma 
della  superficie  .  Volendo  aggiungervi  per  maggiore  chiarezza  le  sue 
traccie  ATQ  ,  AT'G  col  piano  (I.)  è  facile  a  vedere  che  esse  sono  le 
curve  evolventi  della  circonferenza  ABC. 

§.  116.  Teorema  1.  La  generatrice  dell’elicoide  sviluppabile  descri¬ 
ve  con  ogni  singolo  punto  ua’  elica  del  medesimo  asse  e  del  mede¬ 
simo  passo  di  quella  di  regresso  . 

fig. 53.  Sia  rappresentata  nella  Fig.  53  Tav.  XIII.  ,  per  maggior  chiarezza  , 
soltanto  una  delle  due  falde  delia  superficie  precedente ,  Fig.  52. 

Prendasi  a  considerare  un  punto  qualunque  D  —  d  della  generatri¬ 
ce  .  Dappoiché  questa  retta  si  trova  inclinata  al  piano  (I.)  sempre  della 
medesima  quantità  §.  92.  ,  la  porzione  di  essa  determinata  dal  punto 
di  contatto  A  — •  a ,  e  da  quello  D  —  d  ,  si  projetterà  nelle  linee  DA  , 
EF  ec.  ugualmente  lunghe  §.  20.  Questo  fa  conoscere  ,  che  la  proje¬ 
zione  orizzontale  DECI .  .  .  della  linea  descritta  dal  punto  D  —  db 
la  circonferenza  di  un  circolo  col  centro  in  O.  Inoltre  è  manifesto, 
che  i  punti  E  —  e  ,  G  —  g  ec.  si  van  alzando  sopra  il  punto  D  —  d 
quanto  i  corrispondenti  F — f  ,  H  —  h  ec.  sopra  il  punto  A  —  a. 
Questi  ultimi  progrediscono  in  ragione  degli  archi  AF ,  AH  ec.  §.  93.  , 
ossia  degli  archi  simili  DE  ,  DG  ec.  Dunque  anche  i  primi  punti 
E  —  c  ,  G  —  g  ,  cc.  sollevandosi  di  pari  passo  che  i  secondi  ,  si  ande- 
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ran  alzando  proporzionalmente  agli  archi  medesimi  :  Saranno  dunque 
allogati  in  una  elica  del  medesimo  passo  di  quella  che  contiene  li  pri¬ 
mi  ,  che  è  quanto  dire  che  un  punto  quale  si  sia  D  —  d  della  ge¬ 
neratrice  è  quello  che  discorre  questa  linea  . 

§.  117.  Problema  1.  Rappresentare  le  elicoidi  gobbe. 

Sia  1K  ,  Fig.  54.  Tav.  XIV.  ,  l’asse  verticale  dell’ elica  projettata  Jìg.S!\. 
in  AB  CD ...  sui  piano  (II.),  che  s’intende  passare  per  l’asse,  e  per 
i  punii  A  ,  B  ,  6’,  D  ec.  della  curva  ,  di  maniera  che  le  parti  aA  ,  BC , 

Dz  sono  anteriori,  e  le  AB ,  CD  posteriori  al  detto  piano;  e  sia  fi¬ 
nalmente  aLM  projezione  della  generatrice  quando  passa  per  lo  punto 
a  ,  cosicché  aLK  sia  projezione  dell’  angolo  costante  che  la  genera¬ 
trice  deve  fare  coll’  asse  IK  . 

Alzandosi  la  generatrice  lungo  l’asse  1K  d’ una  certa  quantità  ,  il 
punto  di  essa,  che  si  appoggia  sull’ elica  si  eleverà  d’altrettanto,  in 
grazia  che  questa  curva  ha  tutti  i  suoi  punti  equidistanti  dall’asse,  e 
così  dicasi  per  conseguenza  d’ ogni  altro  punto  della  generatrice  stessa. 

Ciò  posto,  egli  è  evidente,  che  ,  se  si  prenda  sulla  elica  una  serie  di 
punti  ,  b  ,  c  ,  d  ,  e  ,  f ,  g  ec.  elevati  sopra  il  punto  a  delle  quantità 
t,2t,3t,4  tt  ec.  ,  e  sull’  asse  un’  altra  serie  di  punti  m ,  zz,  o,y»,  <7  ec. , 
elevati  rispettivamente  sopra  L  delle  stesse  quantità  sr  ,  2  tt  ec.  ,  e  che 
si  conducano  le  rette  bm  ,  cn  ,  do ,  ep  ,fq  ec.  saranno  esse  altrettante 
posizioni  della  generatrice  . 

Essendo  costante  l’angolo  che  la  generatrice  fa  colf  asse  dell’  elica  ,  ed 
avendo  l’elica  stessa  tutti  i  suoi  punti  equidistanti  dall’  asse,  la  porzione  di 
generatrice  compresa  tra  le  due  direttrici  si  mantiene  costante  in  ogni  posi¬ 
zione.  Quest’  è  un’  altra  proprietà  sufficiente  per  individuare  la  superficie  . 

§.  118.  I  corollari  che  immediatamente  discendono  da  questo  pro¬ 
blema  fanno  conoscere  la  forma  e  le  proprietà  della  superficie  ,  non 
che  delle  sue  projezioni . 

Corollario.  1.  Posto  che  ogni  punto  della  generatrice  si  eleva  dell' 
istessa  quantità  nello  scorrere  che  fa  la  superficie  ,  si  vede  chiaramen¬ 
te  ,  che  ognuno  descrive  un’elica  di  passo  uguale  a  quello  della  di¬ 
rettrice  yiBC ...  percorsa  dal  puntozz.il  raggio  delle  circonferenze  in 
cui  si  projettano  orizzontalmente  queste  eliche  sarà  uguale  alla  rispet¬ 
tiva  distanza  d’  ogni  singolo  punto  generatore  dall’  asse  comune  1K . 
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Corollario  2.  Le  projezioni  bmN ,  cn  O  ,  doP  ,epQ,  fqR  ,  grS  ,  con¬ 
siderate  consecutive  determinano  colle  loro  intersezioni  una  curva  gpN , 
che  tocca  l’asse  1K ,  e  lascia  da  una  medesima  parte  tutte  le  genera¬ 
trici  che  passano  per  1’  arco  AB  dell’  elica  .  Questa  curva  è  per  con¬ 
seguenza  _nn  contorno  della  proiezione  della  superfìcie  ,  ed  è  facile  a 
comprendersi  che  le  sue  parti  pg,pN si  estendono  all’  infinito,  avendo 
per  assintoti  le  projezioni  delle  generatrici  ,  che  passano  per  i  punti 
estremi  A  ,  e  B  della  semispira  posteriore  . 

Nell’istesso  modo  le  projezioni  di  tutte  quelle  generatrici  ,  che  si  ap¬ 
poggiano  sulla  semispira  anteriore  BC ,  determineranno  una  curva  rì'xV , 
eguale  alla  gpN ,  ma  situata  in  senso  contrario,  e  tale  che  le  parti 
infinite  xn"  ,  xV  avranno  per  assintoti  le  projezioni  delle  due  genera¬ 
trici  ,  che  passano  per  gli  estremi  B ,  e  C .  Dunque  la  projezione 
della  generatrice  che  passa  per  B  ,  di  qua  e  dilla  dall’  asse  IK  si  ac¬ 
costa  assintoticamente  ai  due  rami  infiniti  gpN ,  n"xV  .  Dal  che  si 
può  concludere ,  che  il  contorno  della  projezione  verticale  dell’  elicoide 
è  composto  d’nna  infinità  di  rami  infiniti  gpN \n"xV ,  g'p'n' ,  rk  .  .  ec. 
eguali  fra  di  loro  ,  tutti  tangenti  all’asse  IK  ,  collocali  simmetrica¬ 
mente  a  destra  ed  a  sinistra  ,  e  di  cui  ciascuno  sarà  conjugalo  con  i 
suoi  vicini  per  mezzo  d’  un  assintoto  comune  . 

Corollario  3.  Allorché  il  punto  a  della  generatrice  aLM  ,  avrà  scor¬ 
sa  una  mezza  rivoluzione  dell’ elica  direttrice  ,  e  che  si  troverà  in/, 
questo  punto  sarà  nel  piano  del  punto  a  e  dell’  asse  IK ,  e  perciò 
anche  le  due  generatrici  rappresentate  in  aLM ,  fqR ,  che  dunque  si 
taglieranno  scambievolmente  nel  punto  rappresentato  da  a'  .  Notisi 
La"  —  La' ,  ed  è  chiaro  che  il  punto  a"  sarà  quello ,  che  ,  dopo  una 
mezza  rivoluzione  della  generatrice ,  si  troverà  in  a'  sovra  fqR  .  Imma¬ 
giniamo  ora  che  la  generatrice  dopo  essere  pervenuta  in  fqR  seguiti 
il  suo  movimento,  ed  è  manifesto  che  il  punto  a",  giunto  in  a',  di¬ 
scorrerà  la  linea  a'b'c'd'...  già  descritta  dal  punto  a'.  Dunque  le  por¬ 
zioni  di  superficie  generate  dalle  parti  LM ,  La  della  generatrice  si  ta¬ 
gliano  fra  di  loro  nella  curva  singolare  a'b'c'd'  .... 

Si  comprende  che  nell’  istessa  maniera  le  generatrici  determinate  dai 
punti  li  ,  ed  a  ,  distanti  sull’  elica  d’  una  rivoluzione  e  mezzo  ,  pro¬ 
lungate  che  fossero  dovrebbero  intersegarsi  ,  e  che  altrettanto  avviene 
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paragonando  al  punto  a  quelli  che  le  sono  distanti  due  rivoluzioni  e 
mezzo  ,  tre  e  mezzo  ec.  sicché  le  due  nominate  porzioni  di  superficie 
generate  da  LM ,  La  ,  estese  indefinitamente,  si  tagliano  fra  di  loro 
secondo  una  infinità  di  eliche  ,  che  hanno  per  base  dei  circoli  di  rag¬ 
gio  uguale  alla  distanza  del  punto  a'  dall' asse  Ili ,  del  doppio  di  que¬ 
sta  distanza  ,  del  triplo  ec. 

È  cosa  fàcile  a  descrivere  le  projezioni  dr  ognuna  di  queste  eliche  , 
visto  che  si  conosce  il  raggio  delle  loro  basi  ,  ed  il  loro  passo  ,  uguale 
a  quello  della  direttrice  .  Ma  d’altronde  ,  prendendo  sull’elica  ABCD .  .  . , 
una  serie  di  punti  come  a  situati  due  a  due  in  un  istesso  piano 
meridiano,  e  conducendo  per  ciascuno  d’essi  le  rispettive  generatrici, 
si  otterranno  nei  loro  incontri  scambievoli  i  punti  a'  ,  ò'  ,  c'  ec.  della 
stessa  curva  . 

Corollario  4  Tutte  queste  eliche  d’intersezione  tra  una  falda  e  l’al¬ 
tra  della  superficie  ,  del  pari  che  tutte  le  altre  descri l tibili  sull’  elicoide  , 
hanno  le  loro  projezioni  tangenti  a  ciascuno  dei  rami  gpN  ,  ji"jcV  e c. , 
ed  i  punti  di  contatto  sono  quelli  ,  secondo  i  quali  le  eliche  pas¬ 
sano  dalla  parte  anteriore  alla  posteriore  dell’elicoide,  e  viceversa. 

Ben  inteso  però,  che  rappresentando  una  porzione  finita  della  super¬ 
ficie,  quale  appunto  si  è  quella  che  genera  la  retta  aM ,  non  sola¬ 
mente  rimangono  visibili  gl’ archi  anteriori  aA,BC,Dz  dell’elica  di¬ 
rettrice  ,  ma  eziandio  le  parti  Abei ,  Ck  degli  archi  posteriori  AB  ,  CD  . 

Gli  archi  NV ,  AB  delle  eliche  percorse  dagli  estremi  71/,  ed  a  del¬ 
la  generatrice  giacciono  sovra  parti  opposte  della  superficie  ,  delle 
quali  la  NV  è  anteriore  e  la  AB  posteriore  al  piano  (11.) ,  sicché  la 
falda  in  cui  è  descritto  l’arco  n'r,  cuopre  la  falda  in  cui  giace  l’ar¬ 
co  AB  sino  al  punto  i.  Parimenti  tutti  gli  archi  posteriori  di  qual- 
sisia  altra  elica  rimarranno  visibili,  sino  al  loro  incontro  col  ramo  n'r. 

Corollario  5.  Due  sono  le  elicoidi  competenti  alle  condizioni  asse¬ 
gnate  per  la  loro  genesi  ;  ma  se  le  due  generatrici  ,  che  si  possono 
condurre  per  ogni  punto  F — Fig.  55.  Tav.  XV.  ,  dell’  elica  diret-  fìg.5 
trice  BEFB — abedef ...  siano  talmente  inclinate  all’asse  A  —  rs , 
che  di  nuovo  incontrino  la  curva  nei  punti  m  ,  n  ,  allora  le  due  ge¬ 
neratrici  MF — mf,  FM — fa  producono  la  medesima  superficie. 

Infatti  dopo  una  mezza  rivoluzione  del  piano  meridiano  in  che  so- 
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no  le  due  generatrici  ,  esse  avranno  scambiate  le  rispettive  loro  pro¬ 
iezioni  sul  piano  (I.),  trovandosi  m  disceso  in  f,  ed  /'in  n  ,  sicché 
la  generatrice  mf  verrà  ad  occupare  il  luogo  della  fn  .  Nella  seconda 
mezza  rivoluzione  ,  la  mf  si  anderà  trasferendo  successivamente  in  tutte 
le  posizioni  ,  già  discorse  dalla  fn  nel  primo  mezzo  giro  ,  e  così  via 
di  seguito.  Dunque  le  due  superficie  generate  una  dalla  fm  ,  e  l’altra 
dalla  fn  ,  sono  identiche  . 

Corollario  6.  Considerando  mf  traslata  in  fn,  si  vede  chiaramente 
che  la  parte  mt  occupa  il  posto  della  parte  fu,  cosicché  dunque  1’ una 
e  f  altra  parte  di  queste  due  generatrici  descrivono  la  medesima  porzio¬ 
ne  di  superficie  ;  e  quindi  nella  generazione  si  possono  scambiare  runa 
nell’ altra  .  Di  modo  che ,  facendo  muovere  il  triangolo  tfu  lungo  l’asse 
A  —  rs  dell’  elica  BEFB  —  abcdef.  .  .  ,  si  ottiene  la  medesima  super¬ 
ficie  che  per  1’ una  o  l’altra  delle  due  rette  MF  —  mf,  FM — fn. 

§.  iiq.  Le  superficie  elicoidiche  sono  di  un  uso  estesissimo  nella 
Meccanica  ,  e  nell’  Architettura  .  Le  viti  a  risalto  triangolare  ,  o  qua¬ 
drato  ,  l’ erta  delle  scale  a  chiocciola  sono  solidi  terminati  da  super¬ 
ficie  di  tal  natura  . 

Didatti  le  viti  triangolari  si  costruiscono  in  questa  maniera  :  ad  un 
lato  di  cilindro  di  rivoluzione  si  figuri  applicata  la  base  d’  un  trian¬ 
golo  isoscele,  in  guisa  che  la  sua  figura  rimanga  tutta  esterna  al  cilin¬ 
dro  .  Se  il  piano  meridiano  ,  in  cui  si  trova  collocato  il  triangolo  ,  ruoti 
uniformemente  intorno  all’asse,  ed  intanto  il  triangolo  scorra  il  ris¬ 
pettivo  lato  del  cilindro,  con  tal  moto  uniforme,  che  mentre  si  com¬ 
pie  una  rivoluzione  del  meridiano  ,  siasi  avanzato  d’  una  lunghezza 
uguale  alla  propria  base  ,  gli  altri  due  lati  generano  la  superficie  della 
vite  .  Ma  egli  è  chiaro  che  il  vertice  del  triangolo  descrive  un’  elica  , 
e  che  i  suoi  lati  ,  generatori  della  vite  ,  s’  appoggiano  costantemente  sull’ 
elica  medesima,  e  sull’asse  del  cilindro  con  inclinazione  sempre  ugua¬ 
le  .  Dunque  questa  superficie  è  un  elicoide  gobba  . 

Sostituendo  al  triangolo  un  rettangolo,  e  permettendo  che  il  moto 
di  traslazione ,  sempre  unifórme ,  prenda  qualsivoglia  celerità,  le  super¬ 
ficie  generate  da’  suoi  lati  racchiudono  il  risalto  quadrato  delle  viti  . 
Ma  per  la  combinazione  di  questi  due  movimenti  ,  i  due  vertici  del 
rettangolo  ,  poggiati  al  lato  del  cilindro  ,  descrivono  sovra  di  esso  due 
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eliche  ,  ed  i  lati  orizzontali  del  medesimo  rettangolo  s’  appoggiano  con¬ 
tinuamente  a  queste  due  linee  ,  ed  all’  asse  del  cilindro  con  inclina¬ 
zione  costante  ,  sicché  le  superficie  de’  risalti  quadrati  sono  pur  esse 
elicoidiche  . 

In  quanto  all’  erta  delle  scale  a  chiocciola  il  solo  nome  definisce  ba¬ 
stantemente  la  loro  genesi,  e  mostra  chiaramente  ch’esse  sono  superfi¬ 
cie  di  questa  famiglia  . 

§.  120.  Problema  3.  Rappresentare  la  superficie  d’ una  vite  a  risal¬ 
to  triangolare  . 

Sia  ABCDEF ,  Fig.  56,  la  proiezione  verticale  d’ un’ elica  a  base  Jig. 
circolare ,  di  cuijRF  sia  1’ asse  ;  e  siano  addaci'  le  direzioni  dei  due  lati 
uguali  del  triangolo  generatore  ,  sicché  queste  due  rette  incontrino  l’as¬ 
se  colla  medesima  inclinazione  . 

Per  rappresentare  la  generatrice  in  qualsivoglia  posizione  ,  prendia¬ 
mo  a  considerare  quella ,  che  corrisponde  al  punto  q  della  elica  da¬ 
ta  .  Questo  punto  q  si  trova  inferiore  al  punto  a  d’  una  quantità  uguale 
alla  projezione  orizzontale  dell’  arco  a  q  7  moltiplicata  nel  passo  dell’ 
elica  direttrice,  e  divisa  per  la  circonferenza  che  ne  è  la  sua  proje¬ 
zione  sul  piano  (I.);  e  siccome  ogni  punto  della  generatrice  si  eleva, 

o  si  abbassa ,  della  medesima  quantità  da  una  posizione  all’  altra  ,  così 
noteremo  sull’asse  cominciando  da  r,  ov’ è  incontrato  dalla  genera¬ 
trice  nella  prima  posizione,  la  lunghezza  rs  uguale  a  questa  quantità, 
e  la  retta  sq  sarà  conseguentemente  projezione  d’  una  delle  generatri¬ 
ci ,  che  passar  deggiono  per  lo  punto  q  .  In  quanto  all’altra,  si  deter¬ 
mina  subito  conducendo  una  seconda  retta  qp  inclinala  all’  asse  RY 
come  la  prima  . 

Corollario  i.  Rappresentando  varie  posizioni  ar ,  vx  ,yt ,  qo  ec.  della 

generatrice ,  ne  risulterà  il  contorno  zco  ,  corrispondente  alla  porzio¬ 

ne  di  superficie  alla  quale  appartengono  queste  generatrici  .  Questo 
contorno  ,  per  quanto  è  dimostrato  nel  §.  118.  ,  sarà  tangente  dell’ 
elica  data  AaqB  .  .  .  Ca'q'D  .  .  .  ,  e  del  suo  asse  RY  .  L’  altro  con¬ 
torno  Bn  sarà  parimenti  determinalo  dalle  analoghe  posizioni  della  ge¬ 
neratrice  ad' ,  qp  ec. 

Corollario  2.  Allorché  il  punto  a  avrà  percorsa  una  rivoluzione  in¬ 
tiera  dell’  elica  ,  si  troverà  in  a‘  nel  piano  meridiano  aRY .  Le  rette 
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generatrici  ad  ,  ad' ,  saranno  in  a'd!  ,  a'd"  ,.  nel  piano  istesso  della  loro 
posizione  antecedente .  Per  conseguenza  le  due  rette  ad' ,  a'd ’  si  taglie¬ 
ranno  nel  punto  d' ,  e  la  serie  di  lutti  i  punti  determinabili  come 
questo  costituirà  una  linea  d'p  . . .  d"p' . . . ,  che  è  lo  spigolo  rientrante 
della  vite  .  Essa  è  un  elica  di  passo  uguale  alla  direttrice  ;  e  però  ,  co¬ 
me  tutti  i  punti  a  ,  a'  ,  a"  ec.  <7,7',  </"  ec.  di  questa  devono  essere 
costituiti  in  rette  parallele  all’asse  RY  ,.  così  i  punti  d ,  d'  5  d"  ec. 
p  ,  p'  ,  p"  ec  dell’altra  saranno  pure  allogati  in  altre  rette  parallele,  e 
quindi  facili  a  disegnarsi  . 

Corollario  .  3.  Se  il  cilindro  efgh  fosse  nullo  ,  cioè  si  riducesse  all’ 
asse  RY,  allora  la  vile  non  ha  più  spigolo  rientrante  d'p  .  .  .  d"p'  . . . 
Infatti  ella  risulterebbe  contenuta  dalla  superficie  ,  che  genera  il  trian¬ 
golo  rdad'...  scorrendo  1’  asse  RY  dell’  elica  ARCDEF  \  e  quindi  sa¬ 
remmo  condotti  precisamente  al  caso  della  Fig.  55 ,  ove  i  contorni 
exc ,  dyb  ec.  non  presentano  angolo  rientrante,  come  gli  analoghi  delle 
Fig.  54.  ,  e  56i  ,  che  si  van  tagliando  scambievolmente  .  Dunque  è 
chiaro  che  una  tal  vite  non  ha  spigolo  rientrante  .  Più  innanzi  ,  trat¬ 
tando  delle  intersezioni  ,  ci  verrà  fatto  di  comprendere  più  nitida¬ 
mente  la  forma  del  solido  di  queste  viti  . 

§.  121.  Problema  4*  Rappresentare  una  vite  a  risalto  quadrato. 

Riassumendo  quanto  è  stato  detto  nel  §.  119.  intorno  la  loro  ge- 
Jig-5  7.  nesi,  si  vede  subito,  che  rappresentato  in  ABCD ,  Fig.  5  7,  il  cilin¬ 
dro  sovra  cui  sian  delineate  le  eliche  da  percorrersi  dai  punti  a ,  d , 
del  rettangolo  genitore  ,  non  si  ha  che  a  descrivere  le  parti  viste  del¬ 
le  eliche  prodotte  dagli  altri  due  vertici  b,c,  e  rappresentare  quante 
posizioni  si  voglia /V,  hg ,  ki  ec.  delle  generatrici,  ossia  dei  lati  oriz¬ 
zontali  ,  ab  ,  de  del  rettangolo  abed  .  Operazioni  tutte  note  dietro  quam 
to  è  stato  detto  fin  qui  . 

Corollario  .  Questa  specie  di  elicoidi  rientra  nella  classe  delle  super¬ 
ficie  conoidiche  ,  slantecchò  la  generatrice  sempre  rettangolare  all’asse, 
è  altresì  ognor  parallela  ad  un  piano. 

§.  122.  L’erta  delle  scale  a  chiocciola  è  una  di  queste  superficie, 
c  precisamente  generata  da  una  retta  che  scorra  orizzontalmente  un’eli¬ 
ca  ed  il  suo  asse  verticale.  La  loro  rappresentazione  grafica  si  potrà 
dunque  eseguire  nell’  istessa  maniera.. 
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LEZIONE  l3. 

Delle  superficie  di  rivoluzione . 

— ecce  cucete*»- 

*  • 

§.  123.  Si  figurino  nello  spazio  due  linee,  una  delle  quali  sia  retta . 

Da  tre  punti  dell’altra  s’intendano  condotte  delle  perpendicolari  alla 
retta  ,  indi  queste  perpendicolari ,  traendo  seco  la  seconda  linea  suppo¬ 
sta  ,  e  rimanendo  sempre  normali  nei  punti  medesimi  alla  retta  ,  girino 
intorno  di  lei .  La  superficie  che  viene  generata  dalla  linea  mobile  di¬ 
cesi  di  rivoluzione  .  Ogni  punto  della  linea  rotante  descrive  una  cir¬ 
conferenza  ,  di  cui  il  piano  è  normale  alla  retta  fissa  ,  ed  il  cèntro  sta 
nell’  intersezione  di  questo  medesimo  piano  colla  retta  .  Tutte  queste 
circonferenze  sono  dunque  parallele  fra  di  loro  ,  c  quindi  le  superfi¬ 
cie  di  rivoluzione  compongono  una  particolar  famiglia  della  seconda 
classe  definita  al  §.  52. 

§.  124*  Problema  i.  Rappresentare  graficamente  le  superficie  di  ri¬ 
voluzione  . 

Questo  lavoro  si  agevola  moltissimo  mettendo  uno  dei  piani  coordi¬ 
nati  rettangolare  all’  asse  della  rivoluzione  ,  il  perchè  noi  lo  porremo 
rappresentato  in  O  — •  oo',  Fig.  58.  Tav.  XVI.  ,  ed  in  ABCD  —  abcd  Jig.5 8. 
la  linea  rotante  . 

Trattasi  di  rappresentare  questa  generatrice  in  qualsivoglia  posizio¬ 
ne  ,  verbigrazia  quando  deve  passare  per  lo  punto  projetlalo  in  B'  sul 
piano  (I.) .  A  tal’  uopo  col  centro  in  O  descrivasi  una  circonferenza 
che  passi  per  lo  punto  B'  ;  e  poi  segnati  quant’ altri  punti  si  voglia 
A  —  a  ,  C  —  c  ,  D  —  djE  — e  della  generatrice  ,  per  quelli  del  pia¬ 
no  (I.)  si  disegnino  altrettante  circonferenze  concentriche  in  O  ,  e  per 
quelli  del  piano  (II.)  si  tirino  delle  rette  parallele  alla  MX  ,  e  così 
pure  si  faccia  per  b  corrispondente  al  punto  B ,  in  che  la  prima  cir¬ 
conferenza  descritta  per  B'  taglia  la  curva  AfiCDE  . 

È  cosa  evidente  ,  che  queste  circonferenze  sono  proiezione  sul  pia¬ 
no  (I.)  di  quelle  percorse  nello  spazio  dai  punti  A  —  a,B  —  C  —  ce  c. 
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le  quali  si  projettano  sul  piano  (II.)  nelle  rette  indefinite  già  condot¬ 
te  .  Presi  dunque  gli  archi  A  A' ,  CC ,  DD'  y  EE'  ec.  di  tanti  gradi  ognu¬ 
no  ,  quanti  ne  contiene  il  BB' ,  la  linea  A'B'C' .  .  .  per  essi  determi¬ 
nata  sarà  projezione  orizzontale  deila  generatrice  ,  allorché  passa  per 
lo  punto  della  superficie  projettato  in  B'  .  La  projezione  sul  pia¬ 
no  (11.)  si  determina  subito  conducendo  da  questi  punti  le  verticali 
A'a' ,  B'b' ,  C'c'  ec.  ,  e  disegnando  la  curva  a'b'c'd' ...  Il  punto  l>’  sa¬ 
rà  manifestamente  la  seconda  projezione  corrispondente  all’ assunto  B'. 

§.  125.  Problema  2.  Disegnare  i  contorni  delle  projezioni  di  una 
superficie  di  rivoluzione  collocata  come  nell’ antecedente  paragrafo. 

Nella  projezione  orizzontale  il  contorno  dell’  immagine  sarà  sempre 
circolare.  Questo  è  chiarissimo  per  tutto  quanto  è  stato  detto  sin  qui , 
Jìg. 58;  e  nel  caso  della  Fig.  58  ,  i  circoli  AA'P'P  ,  EE'T'T  comprendo¬ 
no  infatti  le  projezioni  di  tolti  gli  altri  descritti  dalla  linea  rotante  , 
e  perciò  costituiscono  il  contorno  della  projezione  .  In  generale  que¬ 
sto  contorno  si  compone  della  circonferenza  più  lontana  ,  e  della  più 
vicina  all’asse  della  rivoluzione. 

Per  avere  il  contorno  della  projezione  verticale  ,  si  conducano  ai 
detti  circoli  delle  tangenti  perpendicolari  ad  MX  ,  e  la  serie  dei  punti 
p  ,  q  ,  r  ec.  p'  ,  q‘  ,  r'  ec.  in  cui  tagliano  rispettivamente  le  orizzontali 
condotte  per  a  ,  b  ,  c  e c.  determinerà  una  curva  simmetrica  all’  asse  00' , 
che  forma  il  contorno  ricercato  .  Evidentemente  questa  curva  com¬ 
prende  le  projezioni  di  tutte  le  generatrici  . 

§.  126.  Teorema  1.  Quelle  due  linee  delle  superficie  di  rivoluzio¬ 
ne  ,  che  si  projettano  nei  due  contorni  delle  loro  projezioni  sono  piane  . 
Jig.58.  La  cosa  è  di  tutta  evidenza  rispetto  al  contorno  della  projezione 
orizzontale.  E  per  quanto  spetta  all’altro,  si  rifletta  che  i  punti  di 
contatto  delle  tangenti  Pp  ,  Qq  ,  Rr  ec.  P'p' ,  Q'q'  ec. ,  Fig.  58  ,  sono 
situati  in  una  linea  retta  T'T  parallela  alla  MX .  Dunque  la  curva 
della  superficie  che  si  projetta  in  pqr  .  . .  p'q'r' . . .  ha  la  seconda  pro¬ 
jezione  rettilinea  ,  e  quindi  è  piana  §.  54. 

Corollario  1.  Le  curve  obbiettive  di  questi  due  contorni  essendo 
uguali  alle  loro  projezioni  §.  53.  ,  sarà  la  prima  circolare  e  l’altra  una 
linea  a  due  rami  simmetrici  rispetto  all’  asse  O  —  00' . 

Il  piano  di  questa  seconda  passa  per  1’  asse  ,  giacche  la  sua  projezione 
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T'T  passa  per  O.  Dunque  cambiando  posizione  al  piano  e  ripetendo 
la  medesima  costruzione  ,  i  punti  corrispondenti  a  P,  Q,  R ,  P' -,  Q' ,  R'  ec. 
non  cangiano  situazione  relativa  .  Per  conseguenza  il  contorno  della  pro¬ 
iezione  si  conserva  della  medesima  natura  sovra  tutti  i  piani  paralleli  all’ 
asse;  e  con  esso  lui  tutte  le  sezioni  piane  fatte  per  l’asse  medesimo  . 

Laonde  si  conclude ,  che  le  curve  obbiettive  dei  contorni  delle  pro¬ 
iezioni  di  una  superficie  di  rivoluzione  sono  due  generatrici  piane  della 
superficie  medesima .  Una  per  "mezzo  d/  un  moto  di  traslazione  cam¬ 
biando  continuamente  dimensioni  ,  1’  altra  con  movimento  di  rotazio¬ 
ne  mantenendosi  costante  di  forma  ,  e  di  grandezza  . 

Corollario  i.  Presentemente  si  soglion  chiamare  sezioni  e  curve 
meridiane  le  sezioni  piane  fatte  per  Y  asse  di  una  superficie  di  rivo¬ 
luzione  ,  e  le  corrispondenti  curve  che  ne  nascono  ,  come  pure  circoli 
paralleli  le  sezioni  perpendicolari  al  medesimo  .  Queste  denominazio¬ 
ni  sono  tolte  visibilmente  dalla  Geografia  ,  ed  è  cosa  utile  adottarle  , 
perchè  sono  benissimo  applicate  ,  e  perchè  abbreviano  i  discorsi  . 

§.  127.  Ogni  superficie  di  rivoluzione  è  dunque  suscettibile  delle Jig>5g. 
due  generazioni  lineari  sovrennunciate  .  Esse  corrispondono  a  quelle  me¬ 
desime  di  cui  si  parlò  al  §.  60. ,  e  compete  ad  ognuna  un  modo  di-  Jig.60. 
verso  di  rappresentazione  grafica  ben  degno  di  rimarco.  Le  Fig.  5g.  ,  60 , 
e  61.  della  Tav.  XVII.  rappresentano  la  medesima  superficie  di  rivo-  Jig.61 
luzione  per  le  projezioni  d’  un  certo  numero  di  posizioni  della  gene¬ 
ratrice .  Comprenderà  di-  leggieri  ognuno  che  nella  61.  sono  i  circoli 
paralleli ,  nella  60.  le  curve  meridiane,  e  nella  59.  un’elica  che  serve 
di  generatrice  come  nell’  antecedente  Fig.  58. 

Ognuna  di  queste  maniere  sarà  adattabile  alla  corrispondente  defi¬ 
nizione  della  superficie  ,  ma  comunemente  esse  vengono  individuate  per 
mezzo  della  loro  linea  meridiana  ,  sicché  la  più  ordinaria  rappresen¬ 
tazione  grafica  delle  superficie  di  rivoluzione  è  quella  della  Fig.  60. 

E  basta  che  si  abbia  il  contorno  della  rappresentazione,  oppure  le  pro¬ 
jezioni  di  qualunque  altra  meridiana  .  Con  questi  soli  dati  la  rappre¬ 
sentazione  è  completa  ,  perchè  si  può  esprimere  qualunque  parallelo 
della  superficie,  vale  a  dire  una  generatrice  in  qualsivoglia  posizione . 

Le  traccie  della  superficie  nulla  aggiungerebbero  a  questa  sorta  di  rap¬ 
presentazioni  . 
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§.  128.  Tutto  questo  però  non  succede  che  in  grazia  d’aver  collo¬ 
cati  i  piani  coordinati  in  modo  ,  che  uno  sia  perpendicolare  all’  asse  del¬ 
la  rivoluzione  ,  e  vien  meno  per  qualunque  altra  loro  giacitura  .  Ma 
frattanto  questa  condizione  si  verifica  sempre  nel  caso  «ingoiare  della 
sfera ,  per  ciò  eh’  ella  è  di  rivoluzione  rispetto  a  tutti  i  suoi  diame¬ 
tri  ;  e  per  questo  essa  può  sempre  rappresentarsi  per  mezzo  dei  con¬ 
torni  delle  sue  projezioni  come  si  è  detto  al  §.  16. 

•  •  i 

LEZIONE  4 

Delle  superficie  generate  dalla  rivoluzione  di  una  retta  . 

§.  1 29.  Allorché  la  linea  meridiana  d’  una  superficie  di  rivoluzione 
diventa  il  sistema  di  due  rette  la  superficie  è  un  cono  ,  oppure  un  ci¬ 
lindro  .  Tutte  le  meridiane,  essendo  collocate  nell’ istessa  maniera  ris¬ 
petto  all’asse,  non  possono  incontrarlo  che  nel  medesimo  punto;  ed 
in  questa  combinazione  si  comprende  anche  il  cilindro  ,  strasferendosi 
a  distanza  infinita  il  punto  di  concorso  .  Queste  superficie  di  rivolu¬ 
zione ,  che  entrano  nella  famiglia  delle  coniche  ,  e  delle  cilindriche ,  non 
sono  altra  cosa  che  i  coni  ed  i  cilindri  retti  a  base  circolare  . 

A  questi  particolari  nomi  modellarono  gli  antichi  quello  della  super¬ 
ficie  ,  che  generalmente  produce  una  retta  girando  intorno  di  un’  al¬ 
tra ,  avendola  essi  chiamata  cilindroide ;  e  i  moderni  vollero  piuttosto 
desumere  il  suo  nome  dalla  curva  meridiana  . 

§.  i3o.  Problema  1.  Rappresentare  la  superficie  ,  che  genera  una  ret¬ 
ta  girando  intorno  di  un’  altra  . 

figSò 2.  Posto  A  —  aa'  l’asse  ed  in  EF  —  ef ,  Fig.  62.  Tav.  XVIII  ,  la  ret¬ 
ta  rotante,  trattasi  di  rappresentare  questa  generatrice,  quando  passa 
per  un  punto  qualsivoglia  projettato  in  O  sul  piano  (I.) 

Col  centro  A,  e  col  raggio  AO  si  descriva  un  circolo,  che  tagli 
in  /.,/>  la  retta  EF.  Determinate  sulla  ef  le  corrispondenti  projezio¬ 
ni  l ,  p  si  conducano  per  questi  punti  delle  parallele  alla  MX .  lirata 
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per  O  una  perpendicolare  alla  medesima  XM ,  ciascuno  dei  punti  0,0' 
in  cui  sega  le  rette  condotte  per  /,  p,  sarà  una  seconda  projezione 
corrispondente  alla  data  O  . 

Infatti  la  generatrice  compiendo  la  sua  rivoluzione  intorno  all’asse, 
projetterà  in  O  sul  piano  (I.)  una  volta  il  punto  P  —  p ,  ed  un’  al¬ 
tra  L  —  l.  Dunque  sono  due  i  punti  della  superficie  projettati  in  O, 
uno  de’ quali  dista  dal  piano  (I.)  quanto  p  dalla  MX  ,  ed  un  altro 
quanto  l . 

Corollario  1.  Come  il  punto  arbitrario  O,  così  ogn’ altro  P ,  ed  L 
è  projezione  di  due  punti  della  superficie,  che  vengono  rappresentati 
sul  piano  (II.)  i  primi  due  in  p ,  &  ,  gli  altri  in  /  ,  A  .  Sicché  due 
sono  le  rette  projettate  in  JLP. ,  le  quali  s’inclinano  ugualmente  al  pia¬ 
no  (I.) ,  ed  hanno  posizione  simmetrica  rispetto  all’asse  A  — aa' ,  come 
facilmente  si  deduce  dalla  forma  e  situazione  della  figura  A l^p  .  Dun¬ 
que ,  segando  queste  due  rette  con  dei  piani  orizzontali  ,  si  otterranno 
sempre  due  punti  equidistanti  dall’  asse ,  come  i  due  P  —  p  ,  L  —  A  . 
Perciò  ,  se  si  fa  girare  la  retta  LP  —  \tt  intorno  al  medesimo  asse 
A  —  aa'  ,  ogni  punto  di  lei  descriverà  una  circonferenza ,  di  già  per¬ 
corsa  da  un  punto  della  retta  LP  —  lp  5  e  quindi  ambedue  queste 
rette  generano  la  medesima  superficie  . 

Corollario  2.  Siccome  può  immaginarsi  che  le  due  generatrici  sia¬ 
no  in  moto  nell’  istesso  tempo  ,  senza  che  mai  cessino  d’  intersegarsr 
nel  punto  N —  n ,  così  e  facile  a  comprendere  ,  che  nessuna  posizio¬ 
ne  della  prima  può  confondersi  con  quelle  della  seconda  . 

§.  i3i.  Teorema  1.  Ciascuna  delle  due  rette  generatrici  di1  una  me¬ 
desima  superficie  di  rivoluzione  incontra  l’  altra  in  tutte  le  posizioni  . 

Consideriamo  la  LP  —  Att  ,  Fig.  62  ,  trasferita  in  qualsivoglia  sta-  Jig . 
zione  L'P[  —  A V  ,  ove  segherà  necessariamente  la  prima  generatrice 
LP  —  lp .  Essendo  uguali  le  LP  ,  L'P' ,  saranno  pure  uguali  tra  loro 
tanto  le  LTX' ,  N'P' ,  quanto  le  L'N',N'P  ,  e  poi  essendo  ugualmente 
inclinate  al  piano  (I.)  le  obbiettive  per  loro  rappresentate  ne  viene  di; 
conseguenza  ,  che  ambedue  incontrano  la  intersezione  dei  loro  piani 
projettanti  nel  medesimo  punto,  e  quindi  si  tagliano  fra  di  loro  .  Se 
la  posizione  arbitraria  delle  due  generatrici  fosse  stata  tale,  che  le  loro 
projezioni  orizzontali  LP ,  L'P' ,  si  fossero  incontrate  fuori  del  circola* 
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LPO  ,  la  dimostrazione  dello  scambievole  inlersegarsi  delle  generatrici 
sussiste  ugualmente  .  Non  manca  che  quando  sono  parallele  le  proje- 
zioni  LP ,  L'P' ,  ma  in  questo  caso  singolare  sono  pur  anche  parallele 
fra  di  loro  le  due  generatrici ,  e  quindi  si  riuniscono  ad  una  distanza 
infinita  . 

§.  182.  Ma  una  retta  è  determinata  dalla  condizione  di  dover  pog¬ 
giarsi  a  tre  linee  qualunque  esse  sieno  §.  101.,  dunque,  fissate  arbi¬ 
trariamente  tre  posizioni  di  una  generatrice  ,  tutte  le  posizioni  della 
seconda  generazione  restano  determinate  ,  dovendo  incontrar  sempre 
quelle  tre  rette  .  La  superfìcie  di  rivoluzione  intorno  a  cui  ragionia¬ 
mo  è  dunque  gobba  ,  ed  appartiene  al  genere  delle  iperboloidi  §.  81. 

§.  i33.  Problema  2.  Determinare  i  contorni  delle  projezioni  della 
superficie  generata  dalla  rivoluzione  di  una  retta  . 
fig.G'ò,  Tirata  Ab  ,  Fig.  63  ,  perpendicolare  alla  proiezione  EF  della  ge¬ 
neratrice ,  e  descritto  con  questo  raggio  e  col  centro  A  un  circolo, 
egli  sarà  il  contorno  richiesto  nel  piano  (I.)  ,  perchè  il  raggio  è  ugua¬ 
le  alla  minima  distanza  tra  l’asse  e  la  generatrice.il  circolo  descritto 
dal  punto  A  —  cT  si  chiama  gola  della  superficie  ,  perchè  è  il  più 
piccolo  di  tutti  i  suoi  paralleli  . 

11  contorno  bhfib'tifi'  sul  piano  (II.)  si  descrive  facilmente  pel  §.  125., 
ed  apparisce  subito  che  non  solamente  egli  dev’  essere  simmetrico  ris¬ 
petto  alla  rette  aa' ,  ma  pur  anche  rapporto  all’orizzontale  hh! ,  che 
è  la  projezione  del  parallelo  di  gola  .  (*) 


(*)  Il  carattere  geometrico  di  questa  linea  si  discuopre  subito  con  il  calcolo  .  Si 
figuri  la  generatrice  condotta  nella  posizione  L'P'  —  l'p‘  perpendicolare  alla  il IX  ,  e 
sia  condotto  il  raggio  AP' ,  che  compie  il  triangolo  rettangolo  A11P '  . 

L’ ipotenusa  di  questo  triangolo  si  vede  subito  uguale  alla  ac ,  come  pure  il  ca¬ 
teto  AH— ah.  L’altro  cateto  P'Il  ha  colla  hp'  lo  stesso  rapporto  che  il  raggio  alla 
tangente  dell’  angolo  costante  formato  dalla  generatrice  col  piano  (I.)  .  Dunque  per 
grazia  di  questo  triangolo  l’ettangolo  si  avrà  1’  equazione 


ac 


ah  -f* 


tang.*  c p 


c  introducendo  i  consueti  simboli  dell’ algebra 
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§.  1 34.  Rappresentando  l’ iperboloide  di  una  falda  per  mezzo  d’  un 
certo  numero  delle  sue  generatrici,  Fig.  64.,  si  ottiene  per  altra  via Jìg.6\- 
la  risoluzione  del  medesimo  quesito  .  Il  poligono  risultante  nell’  uno,  e 
nell’altro  piano  coordinato  .dalle  successive  intersezioni  di  queste  pro¬ 
iezioni  hanno  per  limite  i  richiesti  contorni  5  e  di  qui  deriva  per  co¬ 
rollario  che  tutte  le  proiezioni  della  generatrice  sono  tangenti  della 
curva  ,  che  costituisce  il  contorno  della  projezione  della  superficie  tan¬ 
to  sul  piano  (I.)  che  sul  (li.) 

§.  i35.  È  di  leggieri  a  comprendere  ,  che  la  generazione  di  queste 
superficie  può  essere  definita  con  equivalenza  ,  imponendo  condizione 
alla  retta  generatrice  di  scorrere  le  due  direttrici  circolari  LPO — po  , 

LPO  -  7To'  ,  Fig.  62  ,  rimanendo  sempre  inclinala  ugualmente  ai  lo¬ 

ro  piani  paralleli ,  oppure  conservandosi  di  lunghezza  costante  la  por¬ 
zione  intercetta  alle  medesime  circonferenze  ;  o  finalmente  in  guisa  che 
gli  archi  LF — AA' ,  PP'  —  ttV  discorsi  sull’ una  e  sull’ altra  diret¬ 
trice  siano  uguali  .  L’  ultima  di  queste  definizioni  è  applicabile  ancor¬ 
ché  le  circonferenze  direttrici  vengano  spostate  in  modo ,  che  la  retta 
a' a" ,  Fig.  65,  congiungente  i  centri  non  sia  più  normale  ai  loro 
piani  paralleli  ;  e  quindi  le  superficie  provenienti  in  tal  condizione  si 
conservano  della  medesima  natura  iperboloidica  .  Diventano  il  cilin¬ 
droide  inclinato  ,  ossia  l’ iperboloide  di  una  falda  considerato  general¬ 
mente  nel  §.  100. ,  e  noi  ne  accenniamo  le  projezioni  nella  Fig.  66. 

Tav.  XIX.  Si  è  però  tirato  il  piano  (I.)  pei  vertici  h  ,  h'  dell’  iper¬ 
bole  bhfib'-h'i 3';  ed  è  facile  a  rilevare  che  i!  circolo  di  gola  dell’iper¬ 
boloide  di  rivoluzione  si  trasmuta  in  una  disse  ,  essendo  la  superficie 
del  secondo  grado  . 

Tutte  le  sezioni  piane  fatte  per  la  retta  A  —  a'a  sono  iperboli¬ 
che  ,  ma  non  più  uguali  fra  di  loro  .  Non  conservano  di  comune  che 


la  quale  dimostra  che  la  curva  bhfib'h'fi'  è  una  ipevbola  di  cui  hh*  è  l’asse  reale  ed 
a  il  centro  . 

La  superfìcie  generata  da  un’ iperhola  ,  che  ruoti  circa  l’asse  immaginario,  è 
dunque  la  stessa  ,  che  nasce  facendo  ruotare  una  retta  d  intorno  il  medesimo  asse  , 
oppure  facendola  muovere  sovra  tre  rette  direttrici  .  Ecco  il  perchè  noi  chiamiamo 
iperboloide  di  una  faida  tanto  il  cilindroide  degli  antichi  ,  quanto  le  superficie  gobbe 
del  5-  Si.  sebbene  non  siano  tutte  di  rivoluzione, 
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1  asse  immaginario  collocalo  nella  retta  medesima  ;  ed  il  reale  si  de¬ 
termina  come  anteccdenlcmente  pei  diametri  della  curva  di  gola 
HCH  C'  —  liti  .Ecco  perchè  al  citato  §.  io  5.  si  notò,  che  queste  tali 
superficie  possono  riguardarsi  generate  da  un’  iperbola  variabile  di 
grandezza,  e  mobile  intorno  il  suo  asse  immaginario. 

§.  i36.  Problema  3.  Assegnare  un  criterio  per  conoscere  quai  vin¬ 
coli  di  posizione  devono  avere  le  tre  rette  direttrici  d’  una  superficie 
gobba  ,  acciocché  ella  sia  di  rivoluzione  . 

Posto  che  le  generatrici  dell’  uno  e  dell’  altro  sistema  ,  nell’  iper¬ 
boloide  di  rivoluzione  sono  ugualmente  inclinate  al  piano  (I.)  §.  i3o. , 
se  in  un  punto  qualsisia  venga  costituito  il  vertice  d’ un  cono  di  rivo¬ 
luzione,  coll’asse  perpendicolare  a!  piano  fi.)  ,  e  con  i  suoi  lati  incli¬ 
nati  ad  esso,  quanto  le  generatrici  dell’  iperboloide  ,  non  vi  sarà  gene¬ 
ratrice  di  questa  superficie  a  cui  non  sia  parallelo  un  lato  del  cono. 

Dunque  si  avrà  la  norma  richiesta  conducendo  per  un  punto  qua¬ 
lunque  dello  spazio  delle  parallele  a  quattro  generatrici  prese  arbitra¬ 
riamente  nella  superficie  proposta  ,  ed  indi  esplorando  coi  noti  me¬ 
todi  della  geometria  elementare,  se  per  esse  può  condursi  una  super¬ 
ficie  conica  di  rivoluzione.  Quando  ciò  non  sia  possibile  si  concluda 
che  la  superficie  gobba  proveniente  dalle  direttrici  fissate  non  è  di  ri¬ 
voluzione  . 

§.  137.  Problema  l\.  Determinare  un  cono  che  abbia  i  lati  rispet¬ 
tivamente  paralleli  alle  generatrici  di  qualunque  iperboloide  d’  una  falda  . 

Riflettiamo  a  tal’  uopo  ,  che  in  grazia  del  §.  i35.  un  tale  cono 
riuscirà  scaleno  ed  a  base  circolare  rispetto  al  nostro  piano  (I.)  ,  sic¬ 
ché  tagliando  con  un  piano  tutti  i  suoi  lati  si  otterrà  sempre  una  cur¬ 
va  elittica  .  (*) 

Tirale  dunque  per  un  punto  dello  spazio  cinque  rette  parallele  ad 
altrettante  posizioni  arbitrarie  della  generatrice  ,  e  tagliate  queste  rette 
da  un  piano  ,  si  descriva  la  elisse  specificata  dai  cinque  punti  d’in¬ 
tersezione  .  (**) 


(*)  Teoria  delle  sezioni  coniche  . 

fi*.  67.  (**)  Siano  A  y  B  )  C ,  D  ,  E  )  Fig.  67.  Tav.  XX.  ,  i  cinque  punti  d’  intersezione. 

Si  coogiungauo  due  per  due  meuo  1’  ultimo  col  primo  ,  a  modo  che  risulti  un  qua- 
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Il  cono  ,  che  abbia  per  vertice  il  punto  da  cui  partono  le  cinque 
rette  e  per  base  la  delta  elisse ,  deve  per  necessità  avere  tutti  gli  al¬ 
tri  suoi  lati  paralleli  alle  altre  generatrici  dell’  iperboloide  ,  citato  §.  i35. 

§.  1 38.  Teorema  2.  Il  cono  assintotico  dell’ iperboloide  di  una  falda 
ha  i  suoi  Iati  rispettivamente  paralleli  alle  generatrici  della  superficie. 

Descrivendo  tanto  nella  Fig.  64*  Tav.  XVIII.  ,  che  nella  Fig.  66.  JìgT> 4* 
Tav.  XIX.,  gli  assintoti  ee\ff  dell’  iperbola  llifib'h'fì' ,  questi  saran¬ 
no  i  due  lati  del  cono  assintotico  che  esistono  nel  piano  (II.)  .  Es¬ 
sendo  poi  gli  assintoti  tangenti  alle  iperbole ,  devono  essi  pure  rappre¬ 
sentare  delle  generatrici  tanto  dell’uno  che  dell’altro  iperboloide  §.  1 34-  Jig  -66. 
Ma  le  projezioni  corrispondenti  al  punto  a  sul  piano  (I.)  non  pos¬ 
sono  essere  che  in  C ,  ovvero  in  C  ,  e  le  projezioni  EF  delle  gene¬ 
ratrici,  che  passano  per  l’uno  e  l'altro  punto,  C — a  ovvero  C  — 
sono  parallele  alla  M X ,  in  virtù  del  §.  i35.  ,  cosicché  dunque  que¬ 
ste  generatrici  sono  parallele  al  piano  (II.),  e  quindi  alle  loro  pro¬ 
jezioni  ae  ,  af . 


drilatcre  ABCDE  .  Si  prolunghino  i  due  lati  opposti  AB  ,  DE  sino  al  loro  concorso 
E ,  ed  i  duo  BG  ,  DC  indefinitamente.  Per  A  si  tiri  una  retta  arbitraria  sino  ad  in¬ 
contrare  in  /  il  lato  DC  prolungato  .  Per  li  due  punti  I  ed  L  si  guidi  una  retta 
fino  al  prolungamento  del  lato  BC  ;  e  finalmente  da  questo  punto  K  si  spicchi  una 
retta  che  vada  al  punto  E  .  Questa  taglierà  la  AI  in  un  punto  F  della  periferia 
elitlica  determinata  dai  cinque  proposti  . 

Per  dar  ragione  di  questa  costruzione  semplicissima  ,  che  descrive  punto  per  pun¬ 
to  la  curva  ,  ci  vaieremo  delle  projezioni  concorrenti  .  Secondo  questo  modo  le  rette 

parallele  si  projeltano  in  rette  concorrenti  ;  ed  il  punto  di  concorso  si  determina  ti¬ 
rando  pel  centro  delle  projezioni  una  parallela  alle  obbiettive.il  che  è  evidente  dap¬ 
presso  la  geometria  dei  piani  . 

Ciò  premesso  ,  si  figuri  un  esagono  regolare  iscritto  ad  un  circolo  ,•  e  poi  si  con¬ 
sideri  la  projezione  di  questo  sistema  .  Il  circolo  si  projetterà  in  una  curva  conica  ,  e 
l’esagono  in  un  altro  esagono  a  lei  iscritto,  coi  Iati  opposti  non  più  paralleli  ,  ma  con¬ 
correnti  .  Ed  inoltre  questi  tre  punti  di  scambievole  riunione  devono  essere  allegati 

in  linea  retta  ,  per  la  ragione  che  le  rette  tirate  a  loj’o  dal  centro  delle  projezioni  ,  es¬ 

sendo  parallele  alle  corrispondenti  obbiettive  ,  saranno  altresì  parallele  al  piano  in  che 
sono  descritte  le  medesime  ,  e  quindi  esse  stesse  in  un  piano  .  Per  modo  che  i  punti 
di  concorso  dei  lati  opposti  dell’ esagono  si  trovano  nella  intersezione  del  p’ano  di  que¬ 
ste  tre  rette  ,  con  quello  sovra  cui  si  intende  eseguita  la  projezione  ;  cioè  costituiti  in 
linea  retta  . 

Quest*  utilissimo  teorema,  che  giustifica  la  nostra  costruzione,  non  solamente  si 
verifica  per  1’  esagono  ,  ma  per  qualsivoglia  poligono  d'  un  numero  pari  di  lati  ,  perchè 
tutti  i  poligoni  regolari  iscritti  al  circolo  hanno  i  lati  opposti  paralleli  quando  il  loro 
numero  sia  am  . 
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Cambiando  posizione  al  piano  (II.)  ,  in  modo  però  che  tragitti  per 
l’asse  A — aa\  si  proverà  sempre  che  i  due  lati  del  cono  assintotico 
da  esso  lui  contenuti  sono  paralleli  a  due  nuove  generatrici  dell’  iper¬ 
boloide  .  Duuque  i  lati  di  questo  cono  sono  tutti  rispettivamente  pa¬ 
ralleli  alle  generatrici  della  superficie  . 

§.  139.  Nelle  infinite  posizioni  relative  che  possono  avere  le  tre  di¬ 
rettrici  della  iperboloide  ,  è  chiaro  poter  avvenire  che  le  rette  con¬ 
dotte  per  un  punto  dello  spazio  parallelamente  a  delle  posizioni  ar¬ 
bitrarie  della  generatrice  siano  allogate  in  un  piano  ,  e  non  nella 
superficie  di  un  cono  come  a’  §§  i36.  ,  e  137.  Questa  circostanza 

dinota  chiaramente  ,  che  la  superficie  non  è  più  iperboloidi,  ma 
che  essa  è  un  paraboloide  §.  109-  E  siccome  anche  nella  seconda 
generazione  delle  paraboloidi  succede,,  che  tutte  le  generatrici  sono 
parallele  ad  un  altro  piano ,  così  ne  viene  che  questa  modificazione 
ci  è  additata  dalla  combinazione  d’  essere  parallele  ad  un  piano  le 
tre  direttrici  ,,  senza  che  vi  sia  bisogno  d’  esperimenlare  iL  criterio 
del  cono  . 


Jig.!\Ò>  Servirà  egli  però  a  far  conoscere  un’  altra  circostanza  ancora  più 
particolare ,  risultante  dalla  ortogonalità  dei  due  piani  direttori  (P)  e 
(n)  ,  Fig.  48.  Tav.  X.  In  questo  caso  la  paraboloide  iperbolica  si 
trova  avere  colle  altre  paraboloidi  dell’  istessa  specie  quel  medesimo  { 
rapporto ,  che  hanno  tutte  le  altre  superficie  di  secondo  grado  e  di 
Jìg.b'Ò.  rivoluzione  colle  rispettive  loro  famiglie  :  vale  a  dire  uguali  fra  di  lo¬ 
ro  due  sezioni  principali  HOJS  —  o/r ,  aoc —  OC,  Fig.  (38.  Tav.  XX. 
Ma  però  la  paraboloide  iperbolica  non  può  mai  diventare  di  rivo¬ 
luzione  . 

Confrontando  questa  superficie  con  quella  della  Fig.  G6.  Tav.  XIX. , 
Jig.66.  si  vede  che  tanto  la  elisse  HCH‘C\  quanto  la  iperbola  bhfift'h'b'  della 
prima  si  sono  scambiate  nelle  due  parabole  HON ,  aoc  della  seconda, 
e  noi  vedremo  al  §.  i63.  come  effettivamente  possa  succedere  questa 
Jig.68.  simultanea  trasformazione.  Ma  la  sezione  condotta  pel  vertice# — h 
dell’  iperboloide  normalmente  ai  piani  coordinati  ,  che  diventa  la  terza 
principale  YOM  —  MoZ  del  paraboloide  non  cambia  carattere.  Si 
mantiene  anche  dopo  la  trasformazione  della  superficie  composta  del 
sistema  di  due  linee  rette  ,  le  quali  si  dirigono  ortogonali  f  una  all 
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altra  ,.  nel  caso  che  le  parabole  HON ,  aoc  sleno  ugnali  .  Perchè  la  su¬ 
perficie  fosse  di  rivoluzione,  sarebbe  necessario  che  questa  sezione  les¬ 
se  circolare  . 

§.  140.  Oltre  la  superficie  di  che  ci  siamo  occupati  finora  ,  sono  di 
grande  interesse  al  par  di  lei  tutte  le  altre  ,  che  nascono  per  la  rivo¬ 
luzione  d’  una  curva  conica  d’ intorno  i  suoi  diametri  principali  ,  che 
perciò  sono  dette  superficie  di  rivoluzione  del  secondo  grado  .  Esse 
sono  V  elissoide  ,  V  iperboloide  ad  una  ,  e  due  falde  ,  e  la  para¬ 
boloide  elittica  .  Fra  le  elissoidi  è  compresa  la  singolarità  rimarca¬ 
bilissima  della  sfera  . 

La  rappresentazione  di  tutte  queste  superficie  non  presenta  alcuna 
particolarità  degna  di  speciale  menzione ,  e  le  loro  proprietà  sono  d’  al¬ 
tronde  pienamente  cognite  . 

lezione  1 5. 

Delle  superficie  dei  canali . 

- •J3933» — — 

§.  41.  Una  linea  movendosi  in  modo  ,  che  il  suo  piano  rimanga 
sempre  ugualmente  inclinato  ad  un’  altra  linea  ,  assegnata  come  diret¬ 
trice  da  percorrersi  con  un  punto  qualsivoglia  della  prima ,  genera  una 
superficie  che  si  chiama  de1  canali .  Non  è  mestieri  di  aggiugner  mot¬ 
to  per  far  comprendere  ,  che  eziandio  queste  superficie  compongono 
un’  altra  famiglia  della  seconda  classe  distinta  al  §.  52, 

Sono  di  qualche  uso  nelle  arti  quelle  che  vengono  generate  da  un 
circolo  scorrente  col  proprio  centro  un’altra  linea  piana,  ovvero  sia 
un’elica:  tali  sono  verbigrazia  la  parete  interna  delle  volte  che  ricuo- 
prono  i  canali  sotterranei ,  le  gallerie  r  e  le  seale  a  chiocciola  ;  le  colon¬ 
ne  spirali  ,  la  coclea  d’ Archimede  ec.  Noi  limiteremo  dunque  la  pre¬ 
sente  Lezione  a^  queste  sole . 

§.  142.  Teorema  1.  Se  il  piano  dèi  circolo  generatore  si  mantiene 
costantemente  perpendicolare  alla  linea  direttrice ,  si  può  anche  riguar¬ 
dare  la  superficie  come  generata  da  una  sfera  del  medesimo  raggio  ,, 
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che  percorra  col  proprio  centro  la  linea  discorsa  dal  centro  del  circolo. 

Consideriamo  due  sfere  uguali  che  si  taglino  .  La  linea  d’ interse¬ 
zione  è  un  circolo  perpendicolare  alla  retta  congiungente  i  centri  delle 
superficie,  Supponiamo  che  le  due  sfere  s’accostino  indefinitamente. 
L'  intersezione  avrà  per  limite  una  circonferenza  massima  ,  e  la  linea 
che  separa  i  loro  centri  ,  divenendo  infinitesima  ,  diviene  anche  su¬ 
scettibile  di  appartenere  a  qualunque  curva  come  di  lei  elemento  . 
Dunque  1’  inviluppo  dello  spazio  percorso  da  una  sfera  di  raggio  co¬ 
stante  è  una  superficie  ,  che  ha  per  caratteristica  il  circolo  massimo 
perpendicolare  alla  linea  descritta  dal  centro  , 

§.  i43.  Problema  1.  Rappresentare  la  superficie  di  un  canale  che 
abbia  per  direttrice  qualsivoglia  curva  piana  orizzontale  . 

Sia  ABC ,  Fig.  69.  Tav.  XXI.,  la  curva  direttrice,/?  il  raggio  della 
sfera  generatrice,  ed  abbiasi  assegnato  un  qualunque  punto  O  sul  pia¬ 
no  (l.)  per  projezione  di  un  punto  della  superficie  . 

Per  rappresentare  la  caratteristica  allorché  passa  per  questo  pun¬ 
to  ,  si  tiri  per  esso  la  normale  della  curva  ABC ,  e  fatte  le  porzioni 
ED  ,  DF  uguali  ad  li ,  ne  sarà  EF  la  projezione  orizzontale.  Pro¬ 
iettato  poi  il  punto  D  in  d  sulla  MX ,  si  prendano  le  due  porzio¬ 
ni  dd' ,  dd"  parimenti  eguali  al  raggio  R  della  sfera,  e  si  projetlino 
E  ,  F  in  e  ,f  sulla  stessa  MX  .  Descritta  una  disse  cogli  assi  d'd"  ,  ef 
sarà  questa  la  projezione  sul  piano  (Ih),  che  corrisponde  alla  IlF  del 
piano  (I.)  ;  ed  o  ,  o'  quelle  che  si  combinano  colla  O  . 

È  evidente  che  la  caratteristica  projettata  in  EF  dev’  essere  rappre¬ 
sentata  sul  piano  (li.)  in  una  elisse  ,  com’  è  evidente  che  d'd11  ,  ef  ne 
sono  gli  assi  . 

§.  t/,4.  In  tal  modo  resta  completamente  rappresentata  la  superfi¬ 
cie,  perchè  si  ha  modo  d’esprimere  quante  generatrici  si  voglia  ,  ed  è 
incile  inoltre  a  disegnare  i  contorni  delle  projezioni .  Basta  condurre 
una  serie  indefinita  E'F  ,  E"F"  ...  di  normali  alla  curva  ABC  ,  sovra 
ognuna  prenderne  di  qua  e  di  là  delle  porzioni  uguali  al  raggio  R 
della  sfera  inviluppata  ,  e  poi  condurre  le  due  curve  EE'E 
FFF .  .  .  per  tutti  i  loro  punti  estremi,  le  quali  naturalmente  saran¬ 
no  parallele  alla  ABC ,  c  costituiranno  i  limiti  della  projezione  oriz- 
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zontale  della  superficie  .  Quelli  della  projezione  verticale  sono  due  rette 
d"a ,  d'a'  parallele  alla  MX  condotte  pei  punti  d' ,  d"  . 

§.  i45.  Interniamoci  ancora  più  addentro  con  questo  esame,  per 
riconoscer  meglio  le  combinazioni  di  un  particolare  inviluppo  della  sfe-  Jìg  'jo. 
ra  .  Poniamo  che  la  curva  direttrice  ABC ,  Fi g.  70,  sia  una  disse, 
della  quale  sia  evoluta  la  curva  PFQHR  . 

Se  il  raggio  DE  della  sfera  inviluppata  sia  minore  della  retta  jBQ, 
i  contorni  della  projezione  orizzontale  della  superficie  sono  due  dissi 
parallele  alla  direttrice  .  Ma  se  il  raggio  superi  quella  misura  ,  è  noto 
dalla  teoria  delle  linee  di  secondo  grado,  che  il  punto  E  descrive  la 
disse  KVE ,  mentre  il  punto  F  descrive  una  curva  LFNHG  compo¬ 
sta  di  quattro  rami ,  non  più  simili  ed  uguali  fra  loro  ,  come  quelli 
descritti  dal  punto  E  ,  ma  soltanto  due  per  due  ,  i  quali  si  accop¬ 
piano  f  uno  all’  altro  per  mezzo  di  quattro  punti  di  regresso  F,  fi ... 

In  questa  ipotesi  il  contorno  della  projezione  viene  ad  essere  compo¬ 
sto  esternamente  dell’elisse  K VE ,  ed  internamente  di  due  archi  LS  ,SG 
distinti,  che  si  tagliano  scambievolmente  in  due  punti  S,... 

§.  1  /j 6.  Nel  primo  caso  la  superficie  dell’inviluppo  non  presenta  li¬ 
nee  di  regresso  siccome  nel  secondo  .  Generalmente  avviene  ,  come 
nell’  inviluppo  prodotto  dal  piano  §.  <33. ,  che  ogni  qualvolta  le  ca¬ 
ratteristiche  si  tagliano  o  si  toccano  scambievolmente  da  una  posizione 
all’  altra  ,  la  serie  di  tutti  quei  punti  è  costituita  in  una  linea  di  re¬ 
gresso  . 

Ora  intendiamo  sulla  evoluta  PQR  eretto  un  cilindro  verticale  ,  e 
sulla  retta  FDE  un  piano  flessibile  in  cui  sia  descritta  la  circonfe¬ 
renza  caratteristica  .  Svolgendosi  codesto  piano  dal  cilindro  è  evidente 
che  la  caratteristica  genera  la  superficie  dell’  inviluppo  ,  com’è  altresì 
evidente  che  ciascun  piano  EF  di  una  caratteristica  tocca  il  cilindro 
PQR  in  una  sua  generatrice  jP,eche  il  piano  della  caratteristica  con¬ 
secutiva  lo  taglia  nella  retta  medesima  .  Dunque  ,  se  nella  posizione 
FQ  ,  la  circonferenza  caratteristica  non  si  estende  sino  al  cilindro  PQR  , 
è  impossibile  che  in  qualunque  altra  posizione  possa  venir  incontrala 
dalla  caratteristica  ,  e  per  conseguenza  la  superficie  non  ha  in  questo 
caso  linea  alcuna  di  regresso  « 

Quando  poi  il  raggio  DE  è  maggiore  di  BQ ,  aliorale  caratteristi- 
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che  comprese  fra  le  due  FE  ,  HK  si  appoggiano  con  due  punti  ad 
un  medesimo  lato  del  cilindro  e  siccome  due  caratteristiche  conse¬ 
cutive  esistono  nella  medesima  sfera  inviluppala  ,  così  ne  viene  che  an¬ 
che  la  caratteristica  consecutiva  tocca  il  cilindro  nei  medesimi  due  punti 
dell’antecedente.  Dunque  si  tagliano  scambievolmente  in  due  punti, 
e  questi  si  progettano  in  un  medesimo  punto  della  curva  evoluta  com¬ 
preso  tra  FQH .  Oltre  i  punti  F,  H ,  le  caratteristiche  non  si  esten¬ 
dono  nel  proprio  piano  sino  alla  scambievole  intersezione  dei  piani  me¬ 
desimi  ,  e  per  conseguenza  non  possono  neppure  tagliarsi  fra  di  loro  . 
Si  concluda  pertanto  che  in  questo  caso  la  superficie  ha  una  linea  di 
regresso,  la  quale  si  projetta  in  FQH . 

§.  i/| 7.  Analizziamo  adesso  codesta  linea  di  regresso  .  Essa  è  tale  , 
che  ogni  punto  della  sua  projezione  rappresenta  due  punti  obbiettivi  , 
meno  gli  estremi  F  ed  H ,  che  evidentemente  nc  rappresentano  uno 
solo  .  Dunque  la  linea  di  regresso  si  .compone  di  due  rami ,  che  non 
è  difficile  a  figurarsi  . 

Si  richiami  alla  memoria  la  circonferenza  caratteristica  descritta  nel 
piano  FE  ,  e  sarà  di  leggieri  compreso  che  la  porzione  FT  è  quella 
che  si  va  ad  applicare  al  cilindro  FQH ,  secondo  tutti  quei  punti  in 
che  la  caratteristica  lo  va  toccando  da  una  posizione  all’  altra  ,  cioè 
secondo  la  linea  di  regresso  .  Questo  succede  naturalmente  sul  cilindro 
prima  da  F  in  Q  ,  ed  indi  da  Q  in  II .  Dopo  che  il  piano  FE  si 
è  disposto  in  FQF,  la  porzione  FQ  si  disvolge  dal  cilindro  e  1’  estre» 
mo  F  descrive  l’arco  FN ,  indi  si  adatta  al  cilindro  in  QH  percor¬ 
rendosi  dall’ istesso  punto  F  l’arco  NH ,  e  poi  torna  a  muoversi  la 
porzione  QJF,  Per  tal  guisa  dev’essere  perfettamente  sentita  la  forma 
della  linea  di  regresso  ,  c  deve  rimarcarsi  eh’  essa  medesima  ha  due 
punti  di  regresso  projetta  ti  in  Q  . 

§.  i/|8.  Ora,  che  si  è  ben  coijceputa  la  forma  e  la  posizione  della 
linea  di  regresso  ,  sarà  anche  facile  di  plngersi  all’  immaginazione  la 
forma  della  superficie  .  Ciascuna  delle  caratteristiche  comprese  tra  FE  , 
ed  HK  resta  divisa  dai  punti  ir*  che  tocca  la  linea  di  regresso  in  due 
parli ,  una  delle  quali  appartiene  ad  una  falda  della  superficie  ,  e  1’  al¬ 
tra  alla  falda  opposta .  Una  di  queste  falde  ha  per  contorno  della  sua 
projezione  le  linee  K FE ,  LF ,  GH  e  la  projezione  FQH  della  li- 
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nca  di  regresso  ,  e  V  altra  la  medesima  projezione  FQH  della  linea 
di  regresso  con  la  parie  FNH  del  contorno  LFNHG .  Inoltre  questa 
superficie  presenta  un’altra  linea  singolare  projettata  in  QS ,  secondo 
la  quale  si  tagliano  le  due  parli  di  che  si  compone  la  falda  princi¬ 
pale  ,  cioè  quella  che  abbiamo  indicato  dapprima  . 

§.  149.  Io  presento  nella  natia  lor  grandezza  alcune  sezioni  fatte 
alla  superficie  della  Fig .  70.  perpendicolarmente  al  suo  piano  ,  con  in¬ 
tendimento  di  recar  sempre  più  efficace  sussidio  alla-  immaginazione  . 

La  Fig.  71.  indica  il  taglio  fatto  per  la  linea  VS ,  e  le  le  lettere  si 
corrispondono  come  in  tutte  le  seguenti  .  La  linea  VqSq'F  esprime 
la  sezione  fatta  nella  falda  principale,  ove  f  arco  q  Sq'  tangente  in  q  q' fìg>  71. 
alla  caratteristica  FqNq'V ,  non  è  altra  cosa  che  la  intersezione  scam¬ 
bievole  delle  due  parti  di  questa  medesima  falda  .  L’  arco  punteggiato 
qNq'  addita  il  taglio  prodotto  nell’ altra  falda,  che  rimane  tutta  in¬ 
tiera  compresa  dalla  prima  ;  e  finalmente  i  due  punti  q  ,  q'  sono  quelli 
di  regresso  della  linea  di  regresso  della  superficie . 

Le  Fig.  71  ,  73, 74?  e  75,  Tav.  XXI.  e  XXII.  ,  accennano  quattro 
sezioni  perpendicolari  all’  antecedente  ,  che  passano  ordinatamente  la 
prima  pel  punto  Q  ,  la  seconda  per  M,  la  terza  pei  punti  H,F,v  la 
quarta  fra  N  ed  O  .  (  V.  la  Fig.  70.  )  La  Fig.  72.  è  composta  di  un  fig. 72. 
solo  ramo  ,  perchè  non  taglia  che  la  falda  principale ,  e  contiene  i  due 
punti  <7,  q\  che  riuniscono  varie  singolarità  .  Nelle  altre  sezioni  com¬ 
prese  tra  Q  ,  e  B  ,  Fig.  70  ,  si  hanno  quattro  punti  di  flesso,  i  quali 
si  accoppiano  due  a  due  allorché  la  sezione  passa  per  B  .  Oltre  questo 
punto  si  dilegua  affatto  ogni  proprietà  singolare  .  Muovendosi  al  con¬ 
trario  il  piano  della  sezione  verso  31  ?  i  punti  q  ,  q'  si  commutano  in  due 
punti  d’ intersezione ,  e  nasce  da  ognuno  un  nuovo  ramo  di  curva  ,  co¬ 
me  si  vede  nella  Fig.  rj?>.  Essa  presenta  il  taglio  della  falda  principale  fig.  73. 
nei  due  rami  /a/',  if&i'  ,  che  scambievolmente  si  segano  nei  punti  m  ,  m'; 
ed  inoltre  quello  delP  altra  falda  nei  rami  //,  i'V  ,  che  si  congiungono  ai 
primi  due  mediante  i  quattro  punti  di  regresso  i ,  Z  ,  i' ,  V  .  Progreden¬ 
do  ancora  più  avanti  il  piano  secante  ,  si  van  accostando  due  per  due 
i  punti  del  regresso,  finché  coincidono  passando  per  H  ,  ed  jP,  come 
nella  Fig.  74.  Le  due  ovali  cloo'  ,oo'(à  provengono  dalla  falda  prin-  fg-f\- 
cipale  ,  e  si  tagliano  fra  di  loro  in  o  ,  o'  j  l’altra  fcolicù'  deriva  dalla 
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falda  interna,  ed  è  tangente  delle  prime  due  ne’ punti  /*,  ed  li.  Fi- 
/ig.’jS.  nalrnente  la  sezione  della  Fig  ^5  ,  si  forma  come  antecedentemente 
dì  due  ovali  ,  che  si  tagliano  in  due  punti  ,  rispetto  alla  falda  prin¬ 
cipale  ;  e  rispetto  all’altra  di  una  terza  curva  ovale  conjugata  alle  pri¬ 
me  due  .  Questa  sezione  della  falda  secondaria  si  va  restringendo  sino 
a  divenire  un  punto  ,  allorché  passa  per  ZV  ,  Fig.  70  ;  e  più  oltre  ces¬ 
sa  la  falda ,  e  per  conseguenza  il  taglio  .  Sino  al  punto  S  le  due  ovali 
della  falda  principale  seguitano  a  tagliarsi  vicendevolmente  ,  passando 
per  iS  si  toccano  in  questo  medesimo  punto  ,  e  più  innanzi  rimango* 
no  separate  f  una  dall’altra. 

§.  if»o.  Dietro  questo  esempio  ,  e  gli  altri  principalmente  discorsi  in 
tutta  questa  Parte,  io  penso  che  ognuno  rileverà  di  leggieri  quanto  sia¬ 
no  complicale  ,  e  direi  quasi  bizzarre  le  forme  geometriche  dello  spazio  . 
Più  innanzi ,  per  via  del  loro  contatto  con  quelle  che  ci  sono  meglio 
cognite  ,  noi  entreremo  anche  nella  parte  più  sublime  di  questa  analisi. 

L’ Ingegnere  poi  si  avviserà  di  quanto  interessi  studiare  profonda- 
mente  codeste  forme  ,  e  stamparle  nitidamente  nella  immaginazione  . 
Non  sono  straordinarie  combinazioni  di  Architettura  le  gallerie  clini¬ 
che  ,  o  di  altra  curvatura  analoga,  coperte  da  volte  semicircolari  ;  an¬ 
zi  più  d’  ordinario  s’  incontrano  nelle  fabbriche  nobilissime  dei  Templi , 
degli  Anfiteatri ,  dei  palagi  Principeschi  ec.  Ebbene,  vedrà  egli  adesso 
come  le  naturali  inflessioni  delle  superficie  possono  prestarsi  sponta¬ 
neamente  ai  bisogni  dell’  arte  ,  senza  che  sia  mestieri  di  stemperarsi  il 
cervello  in  ripieghi ,  la  maggior  parte  delle  volte  irragionevoli  e  detur¬ 
patori  di  tutta  quanta  la  fabbrica  *  Il  problema  di  ricuoprire  un  edi¬ 
lizio  circondato  esternamente  da  una  disse  ,  ed  internamente  da  due 
archi  paralleli  alla  curva  esterna  ,  come  per  modo  d*  esempio  alla 
Fig.  70  ,  con  una  volta  la  di  cui  parete  interna  sia  curva  e  conti¬ 
nua  ,  non  saprebbe  comunemente  andar  disciolto  colla  miglior  lode . 

§.  i5i.  Problema  2.  Rappresentare  la  superficie  che  genera  un  cir¬ 
colo  scorrendo  col  suo  centro  un’  elica  circolare  ,  e  mantenendo  co¬ 
stantemente  orizzontale  il  proprio  piano  . 

Jìg.~jQ>.  Sia  ABDF  — >  abde  . .  .  la  elica  direttrice  Fig.  76.  Tav.  XXIII.  ,  il 
raggio  del  circolo  genitore  di  una  qualunque  lunghezza  R  ;  e  sia  asse¬ 
gnato  un  punto  O  nel  piano  (I.)  come  projezione  di  un  punto  del¬ 
la  superficie  . 
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Col  centro  in  O  e  col  dato  raggio  R  si  descriva  un  circolo  che 
tagli  in  P  e  n  la  circonferenza  ABDE  ,  indi  fatto  centro  rispetti¬ 
vamente  in  P  ,  e  n ,  col  medesimo  raggio  sì  descrivano  due  circoli. 
Ciascuna  di  queste  circonferenze  passerà  pel  punto  O,  e  sarà  per  con¬ 
seguenza  la  projezione  orizzontale  della  generatrice ,  allorché  contiene 
il  punto  projettato  in  O  ,  Si  faccia  sulla  linea  de’  seni  abde  ...  la  pro¬ 
jezione  dei  due  punti  P ,  e  n  ,  in  p  -,  p' . . . ,  w  ,  sr' .  .  ♦ ,  e  per  ognuno 
di  questi  si  distenda  un’  orizzontale  ,  che  sarà  la  seconda  projezione 
di  una  delle  nostre  due  generatrici  ,  se  facciasi  della  misura  R  tanto 
a  destra  che  a  sinistra  dei  punti  p  ir ,  ir'. .  „ .  .  Tirata  per  O 

una  perpendicolare  alla  MX ,  che  incontri  in  0,0'...  le  orizzontali, 
saranno  O  —  0  ,  O  —  o'  ec.  altrettanti  punti  della  superficie  ,  che  per 
tal  via  resta  dunque  rappresentata  graficamente. 

Corollario.  Ogni  punto  della  linea  generatrice  descrive  un’elica  di 
passo  uguale  ,  e  concentrica  alla  ABDE  —  abde .  .  . ,  e  di  questo  si 
può  dar  ragione  col  medesimo  discorso  del  §.  118.  Dunque  si  può 
concludere  ,  senz’  altro  argomentare  ,  che  il  contorno  delle  projezioni 
di  questa  superficie  è  composto  di  due  circonferenze  concentriche  sul 
piano  (1.)  di  raggio  funa  CA  -f-  R,  l’altra  CA  —  R  j  e  sul  piano  (II.) 
di  due  linee  sinuose  costantemente  distanti  fra  di  loro  per  la  misura 
orizzontale  2 R  . 

§.  i52.  Problema  3.  Esprimere  graficamente  la  superficie  generata 
da  un  circolo,  che  scorra  col  centro  un’elica  circolare,  ed  il  cui  pia¬ 
no  passi  costantemente  per  1’  asse  dell’  elica  direttrice  . 

Sia  direttrice  la  elica  della  Fig.  77,  ed  R  sia  la  misura  del  raggio  figr]r]> 
del  circolo  generatore  . 

Per  rappresentare  la  generatrice  ,  allorché  passa  per  un  punto  qual- 
sisia  della  superficie  projettato  in  O  sul  piano  (I.)  ,  si  tiri  la  CO  ,  e 
sovr  essa  facciansi  le  due  porzioni  PQ,PR,  eguali  ciascuna  alla  lun¬ 
ghezza  R  ,  che  sarà  naturalmente  QR  la  projezione  orizzontale  della 
generatrice.  Si  projetti  il  punto  P  sul  piano  (li.)  in  p  ,  p1  ec.  ,  e  nella 
verticale  si  prendano  le  porzioni  ps  ,  pt  ec.  uguali  tutte  alla  R ,  indi 
per  /?,/?'  ec.  si  guidino  delle  orizzontali,  sovra  cui  si  facciano  le  pro¬ 
jezioni  dei  punti  R ,  Q  ,  in  r  ,  r'  ec.  q  ,  q‘  ec.  Cogli  assi  st  ,  cjr  descritta 
un’  elisse  sarà  evidentemente  questa  una  seconda  projezione  della  ge- 
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neralrice,  che  si  projelta  in  RQ  ;  e  cosi  di  tutte  le  altre  cj'r's't'  ,  ec. 
Le  corrispondenti  projezioni  di  O  si  determineranno  sovra  codeste 
curve  eli tticlie  in  o ,  o'  ec. 

Corollario .  Anche  in  questo  caso  ogni  punto  della  generatrice  di- 
.  scorre  un’  elica  di  passo  uguale  ,  e  concentrica  alla  direttrice  .  Così  pu¬ 

re  le  projezioni  sono  limitate  sul  piano  (I.)  da  due  circonferenze  col 
centro  in  C ,  e  col  raggio  CA  zi-.  R ,  e  sul  (li.)  da  due  linee  sinuose 
distanti  fra  di  loro  verticalmente  per  la  misura  iR  . 

§.  i53.  Le  superficie  spirali  che  più  comunemente  vengono  adope¬ 
rate  nelle  arti  si  riducono  a  quelle  che  abbiamo  visitate  negli  ultimi 
due  paragrafi  . 

Le  colonne  si  conformano  alla  prima  maniera  ,  la  quale  olire  non 
lieve  vantaggio  alla  loro  costruzione,  sopratutto  quando  si  tratta  di  ese¬ 
guirle  in  più  pezzi  da  sovrapporre  l’uno  all’altro  ;  e  le  volte  delle 
scale  a  chiocciola  ricevono  più  pronta  esecuzione  conformandole  alla 
seconda  maniera  che  alla  prima  ,  poiché  le  centinature  verticali  si  con¬ 
servano  semplicissime . 

Jig.  jG.  La  coclea  d’  Archimede  si  foggia  all’  una  o  all’  altra  guisa  ,  o  più 
generalmente  da  un  risalto  di  qualunque  forma  ,  che  si  avvolga  spiral¬ 
mente  sopra  un  cilindro .  Per  esempio  i  due  corpi  rappresentati  nelle 
Jìg.  57.  Fig.  56,57.  Tav.  XV. ,  si  trasmutano  in  codesta  macchina  Idraulica  , 
qualora  rimanga  vuoto  il  risalto  percorso  dal  triangolo  ,  oppure  dal 
rettangolo  generatore  . 
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LEZIONE  I. 

Preliminari  sulle  intersezioni  . 

— — »©«;€>©«  ©c®cc— — 

1 54-  Teorema  i.  Se  (lue  linee  si  tagliano  scambievolmente,  an¬ 
che  le  loro  projezioni  si  tagliano  ;  ed  i  punti  comuni  alle  projezioni 
sono  quelli  in  che  si  projeltauo  rispettivamente  i  punti  comuni  delle 
linee  obbiettive  . 

Per  ogni  singolo  punto  d’  intersezione  intendasi  condotta  la  per¬ 
pendicolare  ai  piani  coordinati ,  ed  è  evidente  che  queste  perpendico¬ 
lari  sono  generatrici  tanto  del  cilindro  che  projetta  1’  una  ,  quanto  di 
quello  che  projetta  1’  altra  ,  delle  proposte  linee  obbiettive  .  Quindi  è 
che  i  due  cilindri  s’  intersegano  fra  di  loro  in  tutta  la  estensione  di 
codeste  generatrici ,  e  però  le  loro  tracce  sovra  ognuno  de’  piani  co¬ 
ordinati  saranno  il  sistema  di  due  linee ,  che  avranno  tanti  punti  co¬ 
muni  quante  sono  le  generatrici  comuni  ai  cilindri  medesimi  .  Questi 
punti  d’  intersezione  sono  poi  evidentemente  le  projezioni  di  quelli 
in  che  convengono  fra  di  loro  le  linee  obbiettive  . 

Corollario  .  Da  questo  principio ,  e  da  quello  del  §.  8. ,  deriva  imme¬ 
diatamente  un  criterio  per  riconoscere  dalle  projezioni  di  due  linee  se 
abbiano  dei  punti  comuni  .  Imperciocché  i  punti  di  concorrenza  delle 
projezioni  ,  per  rappresentare  dei  punti  consimili  delle  obbiettive  ,  de¬ 
vono  essere  costituiti  in  una  retta  ,  che  sia  perpendicolare  alla  comu¬ 
ne  sezione  dei  piani  coordinali  . 

§  i55.  Le  dottrine  che  riguardano  l’incontro  delle  linee  colle  su- 
pertìcie  provengono  da  quelle  concernenti  la  intersezione  scambievole 
delle  superficie  . 
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In  fatti  una  linea  qualsivoglia  può  sempre  considerarsi  descritta  sui 
rispettivi  cilindri  progettanti  ;  e  se  abbiasi  una  superficie  con  dei  pun¬ 
ti  comuni  alla  linea,  è  ben  naturale  che  questi  punti  saranno  altresì 
comuni  alla  superficie,  ed  all’uno  e  l’altro  cilindro  .  Perciò ,  descrit¬ 
ta  che  sia  la  intersezione  della  superficie  proposta  con  una  delle  due 
projettanti  ,  si  avrà  una  linea  segante  quell’  altra  che  fu  data  ,  in  quei 
medesimi  punti  nei  quali  incontra  la  superficie  assegnata  .  Dunque  le 
projezioni  dell’ accennata  intersezione  delle  due  superficie  avran  comuni 
con  quelle  della  linea  data  i  punti  che  rappresentano  il  di  lei  incon¬ 
tro  colla  superficie  . 

§.  i56.  La  intersezione  di  due  superficie  è  una  linea  comune  ad  en¬ 
trambe  .  Ciascun  punto  di  questa  linea  deve  dunque  trovarsi  comune 
alle  generatrici  di  ambedue  le  superficie  ;  e  per  converso  tutti  que’ 
punti  ,  dove  le  generatrici  si  tagliano  ,  spettano  alla  intersezione  delle 
superficie  da  loro  generate  . 

Ciò  posto  ,  per  tutti  i  pumi  assegnabili  nella  intersezione  di  due 
superficie  ,  si  può  concepire  che  passino  altrettanti  piani  paralleli  ad 
uno  dei  coordinati  .  Nascerà  nell’  una  e  nell’  altra  superfìcie  una  se-  ' 
rie  di  sezioni ,  le  quali  saranno  rispettivamente  uguali  e  simili  alle  loro 
projezioni  sul  detto  piano  .  Perciò  descrivendo  le  projezioni  di  tutte 
queste  linee  ,  le  quali  possono  considerarsi  come  generatrici  delle  ris¬ 
pettive  superficie ,  i  punti  di  loro  convergenza  saranno  altrettante  pro- 
jezioni  di  punti  che  spettano  alla  linea  d’ intersezione  fra  le  due  su¬ 
perficie  .  In  taj  modo  si  potrà  dunque  delineare  punto  per  punto  . 

§.  1 5*7 -  L’ intersezione  di  due  superficie,  generalmente  parlando  ,  è  una 
linea  di  doppia  curvatura,  e  si  può  comporre  di  più  linee  distinte,  o 
d’  una  sola  divisa  qualche  volta  in  varj  rami  ,  nè  riducesi  piana  che 
in  alcuni  casi  particolari  .  Nel  determinare  codeste  intersezioni  ,  per 
mezzo  delle  loro  projezioni ,  bisogna  dunque  ben  guardarsi  di  non  con¬ 
fondere  i  punti  spettanti  ad  un  ramo  con  quelli  di  un  altro  .  11  qual 
discernimento  richiede  a  vero  dire  dell’ abitudine ,  o  molta  sagacità,ma 
ciò  non  ostante  non  potrà  essere  malagevole  di  soverchio ,  quando  sia 
chiaramente  conceputa  la  forma  delle  superficie  sulle  quali  si  opera  . 
Giova  finalmente  alla  speditezza  del  lavoro  determinare  quei  piani  au¬ 
siliari  della  serie  impiegata  ,  che  costituiscono  I  limiti  fra  i  quali  la 
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curva  d*  intersezione  delle  due  superficie  è  contenuta;  ed  è  facile  a  rav¬ 
visarne  il  criterio  nel  contatto  che  avranno  le  due  sezioni  con  esso 
loro  prodotte  nelle  superficie  . 

§.  i58.  L’ indicato  metodo  è  generale,  ma  non  si  deve  usare  senza  aver 
prima  esaminalo  se  le  particolari  circostanze  del  problema  che  si  trat¬ 
ta  ,  consentano  qualche  artifizio,  che  renda  più  semplice,  ed  in  con¬ 
seguenza  più  esatta  ,  la  descrizione  che  fa  mestieri  di  usare  per  risol¬ 
verlo  .  Alcuno  degli  esempi  che  noi  tratteremo  ci  confermerà  1’  utilità 
di  questo  avvertimento  . 

LEZIONE  2. 

Intersezioni  del  piano  colle  superficie  curve  . 

— — »®®®®®®®®®— — 

§.  i5q.  Qualora  una  delle  due  superficie  che  si  tagliano  è  piana  , 
per  determinare  la  loro  intersezione  sarà  molte  volte  più  utile  di  tro¬ 
vare  addirittura  i  punti  ,  ove  un  sufficiente  numero  di  generatrici  del¬ 
la  superficie  curva  incontrano  il  piano ,  perchè  legando  assieme  tutti 
questi  punti  con  una  linea,  si  ha  subito  la  cercata  intersezione. 

E  quindi  per  tutte  quelle  superficie  ,  che  sono  generabili  da  una  li¬ 
nea  retta ,  il  problema  di  trovare  la  loro  intersezione  con  un  piano  , 
non  richiede  considerazioni  e  costruzioni  diverse  da  quelle  del  §.  32. 

Le  quali ,  rispetto  alle  più  semplici  ed  interessanti ,  come  sono  le  coni¬ 
che  ,  le  cilindriche  ,  e  le  gobbe  di  secondo  grado  ,  possono  venir  som¬ 
mamente  compendiate  giovandosi  degli  ajuti  che  apprestano  le  partico¬ 
lari  teorie  di  queste  superficie  . 

§.  160.  Problema  i.  Determinare  la  intersezione  di  un  piano  colla 
superficie  del  cono  . 

Sia  BDQA  —  raf  il  cono  ,  Fig.  78.  Tav.  XXIII. ,  per  maggiore  sein-  fig. 78. 
plicità  di  rivoluzione  e  retto  al  piano  (I.)  ;  e  sia  LEd  il  piano  secante. 

Essendo  BB  D'D  la  traccia  del  cono  nel  piano  (I.)  ,  si  vede  prima 
di  tutto  che  B  —  E  ,  B'  —  E  sono  due  punti  appartenenti  all'  interse¬ 
zione  ricercata  ,  perchè  comuni  alle  traccie  dell’  una  ,  e  dell’  altra  super- 
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lìcie  .  Si  vede  altresì,  che  limitando  la  falda  superiore  del  cono,  con 
un  altro  piano  orizzontale  M'X'  distante  dal  centro  A  —  a  quanto 
il  (I.),  per  la  medesima  ragione  D  —  d  ,  D'  —  d  sono  due  altri  punti 
dell’  intersezione  delle  superficie  .  Finalmente  appartengono  a  questa 
stessa  linea  i  punti  N — n ,  G  —  g  ,  perciocché  sono  quelli,  in  cui 
le  generatrici  RAQ — raq  ,  QAR  —  q'ar'  trapassano  il  piano  LEd  . 

Peravere  degli  altri  punti  di  questa  linea  d’ intersezione ,  si  condu¬ 
cano  delle  nuove  generatrici  HA  —  ha  ,  H  A  — ha  ,  e  per  ministero  del 
§.32.  siano  determinati  i  punti  i —  7,  i  — 7',  ne’ quali  raggiungono 
il  piano  LEd,  che  questi  saranno  nella  richiesta  intersezione  .  Per  tal 
guisa  si  potrà  dunque  intieramente  descrivere  codesta  linea  . 

Corollario  i.  Dalla  sola  ispezione  della  figura  si  rileva  che  la  inter¬ 
sezione  delle  due  superficie  è  una  linea  simmetrica  rispetto  al  piano  RQ. 

Corollario  2.  Tirando  pel  centro  A  —  a  del  cono  un  piano  $Eo 
parallelo  al  dato  LEd ,  si  determinano  due  generatrici  <bA  —  Fa , 
O'  A  —  Fa  parallele  al  medesimo  piano,  le  quali  non  possono  rag¬ 
giungerlo  che  a  distanza  infinita.  La  curva  d’intersezione,  si  estende 
dunque  sino  all’  infinito  ,  ed  è  perciò  V  iperhola  .  In  virtù  poi  del 
§.  53.  sarà  un’altra  iperhola  anche  la  sua  projezione  BNB'D'  GD  . 

§.  161.  Per  vedere  come  si  legano  fra  di  loro  i  punti  di  questa  cur¬ 
va  d’intersezione  situati  all’infinito,  s’ immagini  che  la  retta  RA  —  ra 
si  muova  per  generare  il  cono  .  Nella  posizione  iniziale  questa  retta  in¬ 
contra  il  piano  LEd  nel  punto  N ■ — n  .  Allorché  il  punto  R  sarà  ve¬ 
nuto  in  H  il  punto  d’ intersezione  risulta  7  —  i  .  Verrà  poi  in  B  —  E  , 
cd  a  misura  che  R  si  accosterà  al  punto  $  ,  il  punto  d’  intersezione  si 
allontanerà  sempre  più  sulla  falda  inferiore  del  cono  .  Finalmente  que¬ 
sta  intersezione  sarà  all’ infinito  per  disotto  del  piorno  (l.J,  quando  il 
punto  R  coinciderà  con  ,  perciocché  la  generatrice  sarà  trasferita  i ri 
<t>A  —  Fa  parallela  al  piano  segante .  Partendo  da  questa  posizione  la 
retta  mobile  raggiungerà  il  piano  LEd  superiormente  al  (I.) ,  cioè  da¬ 
rà  dei  punti  appartenenti  al  ramo  superiore  della  curva  d’  intersezio¬ 
ne  :  e  prima  di  tutto,  restando  nella  posizione  0>A  —  Fa,  come  in¬ 
contra  il  piano  LEd  in  un  punto  infinitamente  lontano  al  disotto  del 
piano  (I.) ,  così  lo  arriva  anche  in  un  altro  punto  similmente  posto 
all’  infinito  ,  ma  per  dissopra  del  piano  orizzontale  ,  il  qual  punto  si 
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giace  dunque  nel  ramo  DGD'  —  dg .  Dippoi  a  mano  che  il  punto 
li  avanzerà  verso  Q ,  il  punto  d’intersezione  si  abbasserà  percorrendo 
tutto  il  detto  ramo  superiore  della  curva  ;  e  quando  R  sarà  in  Q  il 
punto  d’intersezione  sarà  G  —  g. 

Di  qui  si  vede  ,  che  i  due  rami  della  curva  d’  intersezione  restano 
compresi  da  due  angoli  uguali  ai  due  <bA$' —  Fa  —  oa  formati 

dalle  generatrici  del  cono  parallele  al  piano  secante  .  Queste  due  rette 
accennano  dunque  la  direzione  degli  assintoti  della  curva  ;  e  discopri¬ 
remo  poi  la  loro  situazione  ,  quando  si  tratterà  il  modo  di  condurre  le 
tangenti  delle  curve  .  (  Parte  V.  Lez.  3.  ) 

§.  162.  Se  il  piano  assegnato  che  taglia  il  cono  fosse  LE<P  ,  Fig.  78  , 
cioè  parallelo  al  lato  rq  del  cono  ,  la  curva  d’  intersezione  non  avrebbe 
più  che  un  solo  ramo  ,  perciocché  il  detto  piano  non  taglierebbe  che 
la  falda  inferiore  del  cono  .  Intendendo  che  si  muova  la  retta  AQ  —  a(]'  fig* 78. 
per  generare  il  cono  ,  incontrerà  il  piano  in  una  serie  di  punti  ,  che 
cominciando  da  cT  si  estenderanno  sino  all’  infinito ,  similmente  da  una 
parte  e  dall’  altra  ,  postocchè  nella  posizione  AR  —  ar  la  generatrice 
è  parallela  al  piano.  Questa  curva  è  la  parabola.  Il  lato  rq  del  cono 
addita  la  direzione  de’  suoi  assintoti ,  come  nel  caso  antecedente  ;  ma 
noi  vedremo  a  suo  tempo  che  gli  assintoti  di  questa  curva  sono  pa¬ 
ralleli  fra  loro,  e  situati  a  distanza  infinita  l’uno  dall’altro,  cioè  che 
non  esistono  . 

Se  finalmente  il  piano  segante  si  accostasse  ancora  dippiù  al  (I.),  e 
diventasse  LE<P' ,  allora  lasciando  sempre  da  una  medesima  parte  la  fal¬ 
da  superiore  ,  incontrerebbe  tutti  i  lati  del  cono  a  distanza  finita .  E 
perciò  la  curva  d’ intersezione  sarebbe  composta  di  un  solo  ramo  chiu¬ 
so  .  Essa  è  la  Elisse  . 

§.  i63.  Adesso  si  può  spiegare  geometricamente  come  risulti  dall’  a- 
nalisi  ,  che  tanto  la  elisse  quanto  la  iperbola  si  trasformano  in  una  pa¬ 
rabola  ,  se  uno  dei  loro  vertici  si  allontana  indefinitamente  .  Recandosi 
il  punto  d' i  n  cT  ,  l’altro  vertice  F'  se  ne  va  all’  infinito ,  e  la  elisse  de¬ 
genera  nella  parabola  ;  così  pure  se  il  vertice  g  scorre  verso  r'  sino  all’in¬ 
finito  ,  il  piano  LEg  diviene  parallelo  al  lato  r'q'  del  cono  ,  e  la  se¬ 
zione  iperbolica  eh’  ei  produceva  diviene  parabolica  . 

Se  1’  angolo  gEJ' ,  che  misura  l’ inclinazione  vicendevole  dei  due 
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piani  LEg  ^  EE£  ,  sia  retto;  e  retto  sia  pure  1’  angolo  rcicj'  al  centro 
del  cono,  per  una  uguale-  rnotazione  la  E<E  si  reca  in  EcP  ,  e  la  Eg  di¬ 
viene  parallela  a  cj  r'  .  Dal  che  si  vede  come  una  disse  ed  una  iper- 
bola ,  coi  loro  piani  ortogonali  ,  possono  trasmutarsi  contemporanea¬ 
mente  in  due  parabole,  che  per  delle  maggiori  restrizioni  possono  inol¬ 
tre  risultare  uguali  scambievolmente  ;  qualora  il  punto  E  cada  sulla 
proiezione  aa!  dell’  asse  del  cono  . 

Per  grazia  di  queste  riflessioni  si  comprende  colla  massima  chiarezza 
come  nasca  la  trasformazione  dell’  iperboloide  ,  Eig.  66.  Tav.  XIX  ,  nel 
paraboloide,  Eig.  68.  Tav.  XX  ,  indicata  al  §.  i3g. 

§.  164.  Problema  2.  Determinare  1’  intersezione  di  un  piano  coll’  iper¬ 
boloide  di  una  falda  . 

fig>n 9.  Le  due  superficie  proposte  siano  quelle  della  Eig.  79.  Tav.  XXIV. 

Fa  d’  uopo  trovare  l’ intersezione  d’  ogni  generatrice  NO  —  ao  col  pia¬ 
no  EDf.  Senza  piu,  si  vede  subito  che  y  sul  piano  (II.)  è  la  proie¬ 
zione  di  questo  punto,  il  quale  progettato  colla  regola  del  §.  32.  in  Y 
sul  piano  (I.)  resta  pienamente  determinato  .  Ripetendo  questa  co¬ 
struzione  per  quante  stazioni  si  voglia  della  generatrice  ,  si  potrà  de¬ 
scrivere  la  projezione  YISl'K  della  richiesta  intersezione ,  che  sul  pia¬ 
no  (II.)  viene  rappresentata  in  ks. 

Corollario  .  La  natura  di  questa  curva  si  stabilisce  facilmente  per  ogni 
giacitura  del  piano  secante  .  Considerando  il  cono  assintotico  e  le  cor¬ 
rispondenti  iperboloidi  è  di  leggieri  a  comprendere  ,  che  tagliando  il  si¬ 
stema  di  due  di  queste  superficie  con  un  piano  posto  a  distanza  infinita 
dal  centro  comune,  si  ottiene  la  medesima  curva  per  1’  una  ,  e  per  1’  al¬ 
tra  .  Approssimandosi  poi  il  piano  secante  sino  ad  una  distanza  determi¬ 
nabile  dal  centro  comune ,  le  sezioni  delle  due  superficie  non  saranno 
più  identiche  ,  ma  però  si  conserveranno  simili  1’  una  all’  altra ,  e  simil¬ 
mente  poste .  Questo  è  evidente  ,  perciocché  ognuna  di  loro ,  nascendo 
da  una  superficie  del  secondo  grado  ,  sarà  simile  a  quell’  unica  ,  che  ri¬ 
sulta  tagliando  le  due  superficie  con  un  piano  infinitamente  lontano  , 
e  parallelo  a  quello  che  si  considera  a  distanza  finita  . 

Dunque  le  sezioni  dell’  iperboloide  di  una  falda  sono  simili  e  si¬ 
milmente  poste  che  quelle  prodotte  dal  medesimo  piano  nel  cono  assin- 
tolico  ,  o  più  generalmente  in  qualunque  altro  cono ,  che  abbia  le  ge- 
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nera  tri  ci  rispettivamente  parallele  a  quelle  dell’  iperboloide  .  Le  quali 
sezioni  sono  state  bastantemente  discusse  . 

Peraltro  bisogna  ben  ricordare,  che  la  somiglianza  sia  nella  forma 
che  nella  posizione  delle  curve  iperboliche  va  soggetta  a  delle  anoma¬ 
lie^  possono  cangiarsi  a  vicenda  sia  negli  assintoti  sia  nell’ iperbola  con¬ 
iugata  ,  e  ciononstante  riman  salda  T  indicata  somiglianza.  L’interse¬ 
zione  YlSl'K  —  ks  è  dunque  una  elisse  ,  perciocché  il  piano  EDf  ta¬ 
glia  il  cono  assintotico  beh'  secondo  un’altra  elisse  gg' —  GHH'G[ • 
i65.  Il  problema  di  trovare  la  intersezione  di  un  piano  colla  pa¬ 
raboloide  iperbolica  si  risolve  all’  istessa  maniera  ,  che  per  1’  iperbo¬ 
loide  .  E  parimenti  si  può  individuare  codesta  intersezione  per  ministe¬ 
ro  dei  due  piani  a  cui  sono  parallele  tutte  le  generatrici  di  queste  su¬ 
perficie  . 

Chiamiamo  (P) ,  e  ( Q )  questi  due  piani .  Essi  derivano  dal  cono  as¬ 
sintotico  dell’  iperboloide ,  come  il  paraboloide  deriva  da  questa  super¬ 
ficie  ;  ed  allorché  un  cono  si  converte  in  due  piani  ,  ogni  punto  della 
loro  intersezione  può  rappresentare  il  vertice  .  Dunque  il  piano  ,  che 
sega  il  paraboloide,  taglierei  sempre  i  piani  (P)  ,  (Q)  in  due  rette  pa¬ 
rallele  agli  assintoti  della  curva  . 

Questo  si  verifica  ,  perchè  rispetto  all’  iperboloide  tirando  un  piano 
pel  centro  della  superficie,  parallelo  al  secante,  ei  taglia  o  tocca  il  co¬ 
no  assintotico  secondo  dei  lati  ,  che  indicano  la  direzione  degli  assin¬ 
toti  della  curva ,  che  il  piano  secante  ascinde  nel  detto  cono  §§.  16 1  ,  162.  , 
ossia  nell’iperboloide  ,  postocchè  queste  curve  sono  simili  ,  e  similmente 
poste  §.  164.  E  perciò  se  il  piano  secante  il  paraboloide  taglia  la  co¬ 
mune  sezione  dei  due  piani  (PJ  ,  (Q)  ,  passando  in  tal  guisa  per  un 
punto,  che  rappresenta  il  vertice  del  cono  da  cui  sono  derivali  que’ due 
piani ,  addita  immediatamente  colle  loro  intersezioni  fondamento  degli 
assintoti  della  curva  ,  che  ascinde  nel  paraboloide  .  Se  poi  il  piano  se¬ 
cante  è  parallelo  alla  comune  sezione  dei  due  (P)  ,  e  (Q)  ,  allora  ,  per 
operare  analogamente  al  caso  generale  ,  converrebbe  tirare  per  un  punto 
di  questa  retta  un  piano  parallelo  al  secante  ,  e  questo  piano  incon¬ 
trando  tanto  (P)  quanto  (Q)  nella  retta  medesima,  si  concluderebbe 
che  questa  è  la  direzione  degli  assintoti  della  curva  .  Ma  il  piano  se¬ 
cante  taglia  (P),  e  (Q)  secondo  due  rette  parallele  alla  rispettiva  loro 
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intersezione  ,  dunque  esse  medesime  annunziano  come  scorre  osmi  ns- 
sin  loto  della  curva  . 

Dal  quale  ragionamento  si  conclude  ,  che  se  il  piano  secante  taglia 
la  comune  sezione  dei  due  (P) ,  (Q),  la  curva  eli’ ei  produce  nel  para- 
boloide  è  un’  iperbola  ,  perciocché  i  di  lei  assintoli  si  dirigono  angolar¬ 
mente  .  Se  poi  è  parallelo  alla  sezione  dei  medesimi  piani  (P),{Q), 
allora  la  curva  è  una  parabola  per  la  ragione  che  i  suoi  assintoti  cam¬ 
minano  paralleli  1’  uno  all’  altro  .  Finalmente  se  il  piano  secante  sia 
parallelo  all’ uno,  o  all’altro  dei  due  (P),(Q),  la  sezione  del  para¬ 
boloide  è  rettilinea  §.  iio. 

§.  166.  Problema  3.  Trovare  l’intersezione  del  piano  con  un  elicoide  . 
fig. 55.  Prendiamo  a  considerare  quello  della  Fig.  55.  Tav.  XV.  ,  ed  il  pia¬ 
no  secante  sia  orizzontale  rappresentato  in  dx  . 

Due  sono  le  rette  che  generano  quest’elicoide,  cioè  le  AF — uf. \  FA — ft, 
§.  1 1 B.  Corol.  6.  Supponiamole  trasportale  in  AD  —  dh  ,  AD —  dk 
mediante  una  rivoluzione  ;  ed  è  chiaro  che  il  piano  xd  le  incontra 
ambedue  nel  punto  d  —  D  .  Da  questa  posizione  discendano  nell’  al¬ 
tra  AD'  —  d'h' ,  AD'  —  d'k' .  Queste  posizioni  del  triangolo  genera¬ 
tore  si  stabiliscono  notando  i  punti  corrispondenti  D' ,  d'  sulla  cir¬ 
conferenza  BEF ,  e  sull’elica  abed .  .  .5  e  poi  sull’asse  le  misure  h'k' 
costantemente  uguali  alla  hk .  In  questa  nuova  posizione  non  è  incontrata 
dal  piano  che  la  generatrice  AD'  —  d'h'  in  un  punto  che  sul  piano  (II.) 
viene  rappresentato  da  n  ,  unico  punto  comune  alle  projezioni  della  ge¬ 
neratrice  e  del  piano  segante  .  Progettato  dunque  questo  punto  sulla 
AD'  in  N ,  sarà  N — n  un  punto  della  richiesta  intersezione. 

Ripetendo  la  medesima  costruzione  si  descriverà  1  intiera  projezione 
DNA  dell’  intersezione  del  piano  xd  colla  superfìcie  generata  dalla  ret¬ 
ta  dh  nella  quarta  parte  di  una  rivoluzione ,  cioè  nel  mentre  che  il 
punto  d  è  disceso  in  k ,  ed  h  in  x  .  In  questa  posizione  il  piano  ta¬ 
glia  la  detta  generatrice  AB  —  kx  nel  punto  A  —  x,  ed  oltre  questo 
termine  non  la  incontra  più  . 

Se  dalla  primitiva  posizione  kdh  si  faccia  salire  il  sistema  delle  due 
generatrici  per  un  quarto  di  rivoluzione,  sara  determinato  nell’  istcssa 
maniera  la  projezione  DN'A  di  lutti  i  punti  d’  incontro  del  piano  xd 
colla  generatrice  AD  —  dk  .  Più  oltre ,  il  detto  piano  non  incontra 
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neppure  questa  seconda  generatrice  ,  cosicché  dunque  DIVAN'D  è  la 
figura  dell’  intiera  sezione  prodotta  dal  piano  xd  nella  superficie  dell’ 
elicoide  . 

Corollario.  Essendo  uniformi  ambedue  i  moti  delle  generatrici ,  e  ta¬ 
li  che  mentre  si  compie  un  quarto  di  rivoluzione  le  intersezioni  del¬ 
la  retta  lui  col  piano  orizzontale  xd  passano  successivamente  dal  rag¬ 
gio  AD  nell’altro  AB ,  e  dalla  circonferenza  al  centro,  si  riconosce 
subito  che  questa  è  la  proprietà  caratteristica  della  spirale  Archime¬ 
dea  ,  in  cui  ogni  raggio  vettore  AN  è  proporzionale  all’  angolo  BAN . 

Dunque  considerando  non  più  la  sola  superficie  generala  dalle  rette 
dh  ,  dk  ,  ma  il  solido  prodotto  dal  medesimo  triangolo  hdk  ,  cioè  la 
vite  triangolare  senza  spigolo  rientrante  del  §.  120.  Corol.  3.  si  ve¬ 
de  ch’ella  può  andar  generata  dalla  figura  ANDN'A  imprimendogli 
contemporaneamente  due  moti,  uno  di  traslazione  e  l’altro  rotatorio. 

I  quali  due  movimenti  siano  combinati  in  modo  ,  che  mentre  il  pun¬ 
to  D  —  d  scorre  l’elica  abede  .  .  .  per  una  mezza  rivoluzione,  l’altro 
A  —  x  percorra  1’  asse  A  —  rs  per  un  tratto  uguale  alla  hk  . 

§.  167.  Problema  4-  Determinare  l’intersezione  del  piano  con  una 
superficie  di  rivoluzione  . 

Prendiamo  per  esempio  la  superficie  anulare  del  toro 
AEAFBEBF' —  agha'h'g'  ;  e  sia  PQm  il  piano  ,  Fig.  80.  Tav.  XXV.  Jìg&o. 
Stante  la  genesi  della  superficie  curva  il  sistema  dei  piani  ausiliari 
più  conveniente  sarà  normale  all’  asse  . 

Sia  dunque  rappresentato  da  mx  uuo  di  questi  piani ,  il  quale  se¬ 
gherà  notoriamente  il  toro  in  due  circonferenze  di  raggio  c"'x\c'"x-, 
ed  il  piano  PQm  in  una  retta  orizzontale  che  raggiunge  il  piano  (li.) 
nel  punto  m  .  Siano  dunque  projettate  codeste  linee  nel  piano  (I.) 

I  punti  R  ,  S  ,  S' ,  R' ,  in  che  si  tagliano  vicendevolmente  le  descritte 
projezioni  ,  rappresentano  dei  punti  comuni  alle  proposte  superficie 
§.  i56.  ,  che  verranno  perfettamente  determinati  eseguendo  le  corris¬ 
pondenti  projezioni  sulla  retta  mx  . 

Ripetendo  la  costruzione  si  potrebbe  compiere  la  descrizione  dell’ 
intiera  sezione  prodotta  dal  piano  PQm  nel  toro  .  Ma  piuttosto  diam 
mano  a  questo  lavoro  semplicissimo  ,  e  manifesto  dalla  sola  ispezione 
della  figura  ,  rispetto  al  piano  verticale  M'X'  per  avere  addirittura  nella 
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projezione  ch'x'licgm'gc  la  natia  figura  del  taglio  prodotto  nella  su¬ 
perficie  ,  col  quale  sussidio  diviene  più  agevole  a  comprendere  la  dis¬ 
variata  figura  di  tutte  ie  altre  sezioni  .  Muovendosi  il  piano  sempre 
parallelamente  a  se  medesimo,  il  punto  duplo  c  si  divide  per  modo, 
che  la  curva  o  rimane  separata  in  due  ovali  conjugate  ,  venendo  ver¬ 
so  il  centro  della  superficie  ;  oppure  si  foggia  ad  un  solo  ramo  ,  qua¬ 
lora  il  piano  se  ne  discosti  . 

§.  1G8.  La  sezione  che  abbiamo  disegnato  comprende  come  caso  par¬ 
ticolare  una  curva  famosa  ,  e  pei  sommi  geometri  a  cui  diè  subbiet- 
to  di  meditare,  e  per  le  proprietà  di  che  la  trovarono  ricca.  I  Ber- 
noulli  la  chiamarono  Lemniscata  dalla  sua  forma  annodata  a  foggia 
di  nastro  ,  e  se  ne  valsero  per  descrivere  la  curva  isocrona  para- 
centrica  ,  cioè  di  accesso  e  recesso  equabile  .  Cassini  la  nominò  dis¬ 
se  ,  perchè  il  prodoLlo  de’  suoi  raggi  vettori  è  costante,  ed  ebbe  per 
un  certo  tratto  la  smania  di  volerla  sostituire  alla  elisse  conica  nel 
movimento  de’  corpi  celesti  .  Bonati  e  Malfatti  la  scuoprirono  dotata 
di  un  particolare  isocronismo  ,  cioè  tra  gli  archi  e  le  corrispondenti 
corde  . 

A  tutto  questo  ,  ed  a  tutto  quello  che  da  altri  valenti  è  stato  detto 
intorno  a  questa  curva  ,  puossi  ora  aggiugnere  come  la  elisse  del  Cas¬ 
sini  ,  in  tutte  le  modificazioni  a  cui  va  soggetta,  collima  sempre  con 
una  speciale  sezione  della  superficie  del  toro  .  Quando  poi  il  circolo 
genitore  della  superficie  è  uguale  a  quello  di  gola ,  la  curva  dell’  in¬ 
tersezione  risulta  le  Lemniscata  .  (*) 


(*)  Posto  C—c  l’origine  delle  coordinate,  CE  l’asse  delle  y  ,  CA'  quello  delle 
fig. 80.  x  ,  cc"  quello  delle  z  ,  CD'  ==  R ,  D'A'  =  r  ,  Fig.  80  ,  si  trova  1’  equazione  del  toro 

— H  Z  —4“  R*  —  r*  =  . 

Si  faccia  y  =  r  ,  e  nascerà  P  equazione 

(i)  .  .  .  (^x  -+•  2  R*  (x  —  z')  "+"  ^  4^  ''  — 0 

clic  rappresenta  una  sezione  parallela  al  piino  (II.),  fatta  nel  toro  al'a  distanza  r  dall  as¬ 
se  ,  cioè  ad  una  distanza  uguale  al  raggio  del  circolo  generatore  . 

Adesso  mettendo  nei  punii  d  ,  ,V  i  due  fuochi ,  e  coll’  origine  c  delle  medesime 
coordinate  x  ,  z  si  cerchi  l’equazione  dell’  elisse  Casdniaua  ,  in  cui  il  prò  lotto  costante 
de’ raggi  vettori  esprimasi  con  una  funzione  2.Rr  della  distanza  uR  dei  fuochi  ,  il  che 


delle  intersezioni. 
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§.  169.  Ma  anche  in  questa  specie  di  casato  tanto  più  esteso  la 
Lemniscata  vi  entra  col  medesimo  privilegio  con  cui  faceva  parte  della 
Cassiniana  ,  voglio  dire  senza  che  il  meccanico  suo  requisito  si  ac¬ 
comuni  con  verun  altro  individuo  di  famiglia  ,  cioè  con  verun’  altra 
sezione  della  superficie  del  toro  .  La  indagine  del  Bonali  ce  lo  prova , 
poiché  essendosi  egli  proposto  di  rinvenire  la  curva  isocrona  colle  pro¬ 
prie  corde,  a  lei  è  pervenuto  esclusivamente  il  suo  calcolo  .  E  non  è 
da  stupire ,  che  altro  è  il  procedere  delle  proprietà  meccaniche  ,  altro 
quello  delle  geometriche . 

Questa  curva  però  guadagna  da  lato  delle  qualità  geometriche  y  per¬ 
chè  diviene  descrittibile  per  via  del  circolo  e  della  linea  retta  ,  cioè 
per  quella  via  che  appunto  si  riguarda  geometrica  .  E  lo  stesso  in¬ 
terviene  per  tutte  quante  le  forme  che  presenta  la  Cassiniana  . 


non  vincola  in  modo  alcuno  la  generalità  di  questo  valore  ,  perchè  R  ed  r  sono  in¬ 
dipendenti  fra  loro  .  Di  leggieri  si  ricapiterà  nell’  equazione  (1) 

Questo  significa  ,  che  la  elisse  del  Cassini  si  produce  costantemente  dal  taglio 
folto  nella  superficie  del  loro  con  un  piano  parallelo  allr  asse ,  che  ne  disti  quant’  è 
il  raggio  del  circolo  generatore  . 

Variando  il  rapporto  fra  R  ed  r  emergono  tutte  le  diverse  forme  che  può  as¬ 
sumere  questa  curva;  e  quando  R  —  ir  ,  l’equazione  (1)  si  libera  del  termine  co¬ 
stante  ,  cioè  si  riduce  precisamente  a  quella  già  cognita  della  Lemniscata  .  Ma  in  que¬ 
sta  ipotesi  il  toro  viene  condizionato  ad  avere  il  circolo  aj\bj\'  uguale  al  BE'BfF'  . 
Dunque  la  Lemniscata  nasce  tagliando  questo  particolare  toro  ,  con  un  piano  condot- 
pel  punto  F'  ——  c  pai’allelamente  all’  asse. 

Sono  note  le  particolarità  della  Lemniscata  rispetto  a  tutte  le  altre  forme  della 
Cassiniana,  o  almeno  si  possono  con  facilità  riconoscere  disegnando  indiversi  tori  la 
sezione,  che  dista  dall’asse  per  una  quantità  uguale  al  raggio  del  circolo  generatore. 
Rispetto  poi  alle  sezioni  fatte  in  questi  tori  ad  una  distanza  dall’  asse  che  sia  uguala 
al  raggio  del  circolo  di  gola  ,  vale  a  dire  rispetto  alla  curva  ch'x'hcg'm'gc  ,  omologa 
della  Lemniscata  ,  consistono  nell’ incrocicchiarsi  ad  angolo  retto  i  due  rami ,  che  pas¬ 
sano  pel  punto  c .  Questo  ci  si  appaleserà  con  tutta  chiarezza  più  innanzi  trattando 
l’ osculo  delle  superficie,  Parte  VI. 
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LEZIONE  3. 

Intersezioni  delle  superficie  curve . 

— — •CCCCC— — 

§.  170.  Problema  1.  Date  due  superficie  cilindriche  che  si  taglia¬ 
no,  trovare  la  linea  di  loro  intersezione. 

Se  si  applichi  alla  soluzione  di  questo  problema  il  metodo  generale 
del  §.  i56.  saremo  condotti  al  bisogno  di  dover  descrivere  per  ogni 
sezione  il  sistema  di  due  curve  ;  e  quanta  fatica  e  quanto  pericolo  di 
errore  abbia  in  se  stessa  quest’  operazione  ,  ognuno  può  immaginarlo 
senza  farne  sperimento  .  Ma  per  poco  che  si  dia  mente  alla  natura  del¬ 
le  superficie  proposte  non  è  difficile  a  riconoscere  che  per  ciascun 
punto  della  curva  d’  intersezione  passa  la  generatrice  tanto  dell’  uno 
che  dell’  altro  cilindro  ,  e  che  i  piani  di  queste  due  generatrici ,  con¬ 
dotte  per  ogni  singolo  punto ,  sono  tutti  paralleli  fra  di  loro  .  Dunque 
sarà  molto  più  utile  impiegare  una  serie  di  piani  secanti  ,  che  siano 
paralleli  alle  generatrici  dei  due  cilindri  . 

Siano  ABC  ,  DEF ,  Fig.  81.  Tav.  XXVI.,  le  traccie  dei  due  ci¬ 
lindri  sul  piano  (I .),AG —  ag ,  DN — dn  le  due  generatrici.  Per  un 
punto  G  —  g  della  prima  si  tiri  una  retta  GH  —  gh  parallela  alla 
seconda  .  Trovato  il  punto  H  in  cui  arriva  il  piano  (I.)  si  conduca  la 
retta  AH ,  e  dal  punto  L  d’ intersezione  colla  curva  DEF  si  meni  LP 
parallela  alla  DN .  Il  punto  P,in  che  transita  per  AG  ,  è  projezione 

di  un  punto  della  linea  d’  intersezione  dei  due  cilindri  . 

Imperocché  le  rette  AG — ag ,  GII  —  gh  determinano  un  piano 
parallelo  alle  generatrici  d’  ambedue  i  cilindri  ,  il  quale  sega  il  (I.) 

nella  retta  AH.  Dunque  se  una  retta  sia  condotta  per  L  parallela  alle 

generatrici  della  seconda  superficie  cilindrica ,  si  troverà  ad  un  tempo 
e  nella  detta  superficie  e  nel  piano  AGII  —  agli.  Perciò  taglierà  l’ ob¬ 
biettiva  AG  —  ag ,  e  questo  punto  sarà  comune  ai  due  cilindri.  Ma 
questa  retta  ,  immaginata  pel  punto  L ,  non  può  projettarsi  sul  pia¬ 
no  (l.J  che  nella  LP  ,  e  quindi  non  può  essere  che  P  la  projezione 
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di  quel  punto  ,  in  che  scontra  la  generatrice  AG  —  ag  dell’  altro  ci¬ 
lindro  . 

Sulla  ag  si  determinerà  poi  la  seconda  projezione  ,  conducendo  una 
retta  per  P  normale  alla  MX  . 

Per  ottenere  quant'  altri  punti  si  voglia  della  linea  d’ intersezione  di 
queste  due  superficie  basterà  condurre  una  serie  di  piani  paralleli  all’ 
AGH —  ognuno  de’ quali  avrà  delle  tracce  parallele  alla  AH, 

come  verbigrazia  QR  .  Per  Q  ed  R  ,  in  che  vengono  tagliate  le  traccie 
ABC ,  DEF  dei  cilindri ,  si  conducano  delle  rette  parallele  alle  proje-r. 
zioni  delle  rispettive  generatrici ,  ed  il  punto  S ,  in  cui  si  tagliano  fra  di 
loro ,  sarà  projezione  di  un  punto  comune  ai  due  cilindri .  La  seconda 
projezione  s  sul  piano  (II.)  si  determina  eseguendo  le  projezioni  qs ,  rs 
corrispondenti  alle  QS  ,  RS  del  piano  (I.)  .  In  tal  guisa  si  giugne  a 
disegnare  l’intera  sezione  PSTPSV — pstpsv  dei  due  cilindri. 

Corollario  i.  Perchè  i  piani  paralleli  alle  generatrici  dei  due  cilin¬ 
dri  siano  secanti  ambedue  queste  superficie  ,  fa  d’  uopo  che  le  loro  trac¬ 
ce  taglino  le  basi  de’ cilindri  medesimi .  Ma  le  seganti  delle  curve  hanno 
per  limite  le  tangenti ,  dunque  le  tracce  dei  piani ,  mediante  i  quali  si 
determina  punto  per  punto  la  curva  d’ intersezione  fra  i  due  cilindri , 
hanno  per  limite  le  tangenti  parallele  ad  esse  .  Questi  limiti  svaniscono 
ogni  qual  volta  le  basi  dei  cilindri  sovra  uno  dei  piani  coordinati ,  sie- 
no  curve  a  rami  infiniti ,  nel  qual  caso  la  linea  d’  intersezione  viene 
composta  d’  uno  o  più  rami  infiniti ,  perchè  non  vi  ha  piano  nella  se¬ 
rie  degli  ausiliari ,  il  quale  non  seghi  ambedue  le  superficie  cilindriche  . 

Corollario  2.  Se  le  basi  dei  due  cilindri  sieno  curve  rientranti  in 
se  medesime ,  allora  la  linea  di  scambievole  intersezione  è  contenuta  neces¬ 
sariamente  fra  due  piani  paralleli  posti  a  distanza  finita ,  senza  che  pos¬ 
sa  estendersi  infinitamente  tra  di  loro  .  Perchè  tanto  accadesse  biso¬ 
gnerebbe  che  le  generatrici  dei  due  cilindri  in  alcuno  de’  piani  ausiliari 
si  scontrassero  a  distanza  infinita ,  vale  a  dire  che  fossero  parallele  5  ma 
due  generatrici  non  possono  essere  parallele  ,  se  tutte  quelle  di  un  ci¬ 
lindro  non  sono  parallele  a  tutte  quelle  dell’ altro,  nel  qual  caso  le  due 
superficie  si  tagliano  per  delle  linee  rette  .  Dunque  la  linea  d’ interse¬ 
zione  di  due  cilindri  a  base  rientrante  è  una  curva  parimenti  rientrante 
in  se  stessa  ,  oppure  un  sistema  di  linee  rette . 

i5 
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Corollario  3.  Accadendo  clic  uno  dei  due  cilindri  sia  a  base  infini¬ 
ta  ,  e  1’  altro  no  ,  si  avranno  anche  in  questo  caso  due  piani  che  li¬ 
mitano  la  sezione  della  superficie  ,  e  per  la  medesima  ragione  detta  nel 
Corollario  antecedente  sta  saldo  ch’ella  non  può  estendersi  all’ infini¬ 
to  .  Laonde  si  conclude  che  l’ intersezione  di  due  cilindri ,  generalmen¬ 
te  parlando,  non  può  mai  essere  una  linea  di  corso  infinito  ,  senza  che 
ambedue  le  superficie  abbiano  per  base  una  curva  dell’  istessa  natura  . 

§.  17 1.  Problema  2.  Trovare  la  linea  d’intersezione  di  due  super¬ 
ficie  coniche  . 

La  maniera  più  facile  per  descrivere  1’  intersezione  di  queste  super¬ 
ficie  si  conseguisce  adoperando  una  serie  di  piani  ,  che  passino  pel  ver¬ 
tice  d’ ambedue .  Ciascuno  di  loro  taglia  i  due  coni  in  un  sistema  di 
rette  ,  mentre  qualunque  altro  piano  produrrebbe  delle  sezioni  curvilinee  „ 
.82.  Sieno  ABC,DEF,Jig.  82.  Tav.  XXVII.  ,  le  traccie  coniche  sul  pia¬ 
no  (l.)  ,  G  —  g  il  vertice  d’ un  cono,  N — n  quello  dell’altro. 

Trovato  il  punto  O,  dove  la  retta  NG —  ng  incontra  il  piano  (I.) , 
si  tiri  qualunque  retta  OAK ,  che  seghi  le  due  curve  date;  e  ciò 
sìa  nei  punti  A  ,  K  dell’ una  ,  e  nei  punti  D  ,  L  dell’  altra  .  Condot¬ 
ta  al  punto  G  le  rette  GA ,  GK  ,  ed  al  punto  N  le  ND  ,  NL  ,  i 
punti  /,P,  Q,R,  dove  si  tagliano  scambievolmente,  saranno  le  pro¬ 
iezioni  di  altrettanti  punti  ,  spettanti  alla  intersezione  dei  due  coni  . 

Le  quattro  rette  rappresentate  in  GA ,  GK ,  ND ,  NL  esistono  nel 
piano  che  passa  pei  due  vertici  N  —  n  ,  G  —  g  ,  e  sega  il  (I.)  nella  retta 
OL .  Inoltre  le  prime  due  sono  generatrici  di  un  cono,  e  le  due  se¬ 
conde  dell’  altro  ;  dunque  i  punti  comuni  alle  projezioni  devono  ne¬ 
cessariamente  rappresentare  dei  punti  comuni  alle  obbiettive,  e  per  con¬ 
seguenza  comuni  alle  due  superficie  coniche  . 

Determinatele  projezioni  delle  medesime  generatrici  sul  piano  (II.) ,  si 
segneranno  col  solito  criterio  sovra  di  loro  le  corrispondenti  projezio¬ 
ni  iìp,q>r  dei  quattro  punti  della  linea  d’intersezione. 

Conducendo  poi  da  O  quant' altre  rettesi  voglia  seganti  le  due  cur¬ 
ve  ABC ,  DEF ,  si  potrà  colla  medesima  costruzione  determinare  le 
projezioni  di  altri  punti  della  linea  richiesta  ,  che  per  conseguenza  potrà 
in  tal  maniera  venir  descritta  ,  come  si  vede  nella  figura  . 

Corollario  1.  La  intersezione  dei  coni  è  contenuta  fra  due  piani  che 
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passano  pel  punto  O,  e  che  vengono  determinati  tirando  da  questo  me¬ 
desimo  punto  le  seganti  estreme  OF ,  OH  delle  curve  ABC ,  DEF . 
Le  quali  ,  non  potendo  mai  scostarsi  tra  di  loro  indefinitamente ,  si 
vede  che  le  superficie  coniche  non  possono  segarsi  per  delle  curve  di 
corso  infinito  ,  senza  che  abbiano  delle  generatrici  parallele  contenute 
in  alcuno  de’  piani  ausiliari . 

Corollario  2.  Per  riscontrare  poi  se  i  due  proposti  coni  abbiano  dei 
lati  paralleli ,  non  si  ha  da  far  altro  ,  che  intender  condotte  pel  vertice 
d’  uno  di  loro ,  verbigrazia  G  —  g ,  infinite  rette  parallele  rispettiva¬ 
mente  alle  generatrici  dell’  altro  .  Queste  saranno  allogate  in  un  nuo¬ 
vo  cono  col  vertice  in  G  g  ,  uguale  a  quello  del  vertice  N  —  n  , 
che  taglierà  per  conseguenza  il  piano  (I.)  in  una  curva  simile  alla 
DEF.  Ora  ,  la  traccia  di  questo  cono  ausiliario  segherà  ,  o  toccherà  , 
o  non  avrà  punto  comune  colla  curva  ABC\  ed  è  subito  evidente  che 
soltanto  ne’  primi  due  casi  i  proposti  coni  hanno  dei  lati  paralleli  , 
i  quali  non  si  possono  tagliare  scambievolmente  che  all’  infinito  . 

Corollario  3.  Se  il  vertice  d’  uno  dei  due  coni  stia  sulla  superficie 
dell’  altro  ,  allora  questo  punto  fa  parte  della  curva  d’intersezione,  e  tien 
luogo  di  uno  de’ suoi  rami.  Questo  caso  fa  vedere  geometricamente  cioc¬ 
ché  intender  si  deve  nell’  analisi  per  punto  isolato  di  una  curva  . 

Se  inoltre  i  due  coni  abbiano  un  lato  comune  ,  naturalmente  egli 
appartiene  al  sistema  completo  dell’  intersezione  delle  due  superficie . 
Se  dunque  i  coni  siano  ambedue  del  secondo  grado,  l’altra  linea  di 
tale  intersezione  non  può  essere  che  del  terzo  grado  ,  poiché  la  com¬ 
pleta  intersezione  di  due  superficie  del  secondo  grado  è  una  linea  di 
quarl’  ordine ,  oppure  il  sistema  d’altre  linee  che  gli  equivalgono. 

Più  innanzi  per  opera  dei  contatti,  noi  avremo  maniera  di  ricono¬ 
scere  ancora  più  dettagliatamente  i  sintomi  generali  delle  intersezioni 
di  queste  superficie  . 

§.  172.  Problema  3.  Dati  un  cono  ed  un  cilindro  ,  descrivere  le 
projezioni  della  linea  di  loro  intersezione  . 

Una  serie  di  piani  condotti  per  lo  vertice  del  cono  ,  paralleli  alle 
generatrici  del  cilindro  ,  tagliano  ambedue  le  superficie  secondo  delle 
rette ,  dunque  sono  preferibili  a  qualsivoglia  altro  sistema  di  sezioni  au- 
siliarie  . 

i5  * 
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fig. 83.  Sia  ABC,  /?#.  83.  Tav.  XXVIII.,  la  traccia  del  cilindro,  ed  L — ■  l 

la  direzione  delle  sue  generatici ,  DEF  la  traccia  del  cono ,  e  V  — •  v 
il  vertice . 

Per  questo  vertice  si  tiri  una  retta  parallela  alle  generatrici  del  cilin¬ 
dro  ,  e  sene  trovi  il  suo  incontro  O  col  piano  (I.)  .  Ogni  piano  condot¬ 
to  per  questa  retta  si  troverà  nella  condizione  notata  di  sopra ,  e  quin¬ 
di  ogni  retta  OF ,  condotta  per  O,  rappresenterà  la  traccia  d’uno  di  que¬ 
sti  piani .  Pel  punto  B  ,  in  che  sega  la  curva  ABC,  si  tiri  una  retta  pa¬ 
rallela  ad  L  ;  e  pei  punti  E  ,  F ,  dove  taglia  1’  altra  curva  ,  si  descrivano 
le  rette  FV,  EV.  I  punti  P  ,  Q  ,  ove  si  tagliano  queste  rette  ,  rappresen¬ 
tano  sul  piano  (I.)  altrettanti  punti  dell’  intersezione  fra  le  due  superficie. 

In  fatti  le  obbiettive  di  queste  rette  sono  costituite  nel  piano  che 
passa  per  la  VO  —  vo  ,  ed  incontra  il  (I.)  nella  traccia  OF ,  dunque 
i  punti  comuni  delle  projezioni  rappresentano  necessariamente  dei  punti 
comuni  alle  corrispondenti  obbiettive  .  Dippiù ,  la  prima  di  tali  obbiet¬ 
tive  è  una  generatrice  del  cilindro  7  perchè  passa  per  un  punto  B  di 
esso  ,  ed  è  parallela  ad  L  —  l,  e  le  altre  due  sono  generatrici  del  co¬ 
no  ,  perchè  passano  pei  punti  E  ,F  della  superficie  e  pel  suo  vertice 
V  —  v.  Dunque  i  punti  loro  comuni  sono  comuni  eziandio  alle  due 
superficie  ,  cioè  appartengono  alla  loro  intersezione . 

Col  solito  criterio  ,  oppure  mediante  le  projezioni  delle  generatrici  , 
si  ottengono  le  corrispondenti  projezioni  p,  q  .  Conducendo  quante  al¬ 
tre  rette  si  voglia  per  O  si  potrà  delineare  l’ intiera  sezione  delle  due 
superficie ,  come  si  vede  eseguito  nella  figura  .  Essa  è  una  linea  a  due 
rami,  e  contenuta  fra  i  piani  indicati  dalle  OD,  OG  . 

Corollario  .  Anche  per  queste  due  superficie  avviene  come  pelli  due 
eoni  §.  171  ,  che,  cioè,  la  loro  intersezione  non  può  avere  rami  in¬ 
finiti  ,  senza  che  nelle  due  superficie  esistano  delle  generatrici  paral¬ 
lele .  E  per  riconoscere  questa  combinazione  basta  osservare  il  punto  O, 
avvegnaché  ogni  qual  volta  ei  non  cada  sulla  periferia  DEF,  base  del 
dato  cono ,  è  evidente  che  niun  lato  del  cono  stesso  può  essere  paral¬ 
lelo  a  quelli  del  cilindro  .  Viceversa  por ,  se  tanto  avvenga ,  allora  la 
retta  VO  —  vo  si  confonde  con  un  lato  del  cono ,  al  quale  sono  pa¬ 
ralleli  tutti  quelli,  del  cilindro  ,  ed  in  questo  solo  caso  la  curva  d’ in¬ 
tersezione  può  estendersi  all’  infinito. 
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§.  i}3.  Nei  tre  quesiti  trattati  finora  sulle  intersezioni  delle  superfi¬ 
cie  ,  quando  i  coni  ed  i  cilindri  avessero  le  loro  traccie  circolari  sovra 
uno  de’  piani  coordinati  ,  o  fosse  possibile  di  tanto  ottenere  per  via 
della  loro  permutazione  ,  si  potrà  con  pari  speditezza  e  facilità  far 
uso  del  metodo  generale  §.  i56,  senza  star  a  cercare  un  diverso  siste¬ 
ma  di  piani  ausiliari  per  ogni  peculiare  problema  .  Tutte  le  sezioni 
parallele  al  piano  coordinato  sovra  cui  le  traccie  sono  circolari  riescono 
altresì  circolari ,  e  quindi  facili  ad  essere  descritte  ,  quanto  le  rettilinee  . 

§.  174.  Problema  4»  Determinare  la  intersezione  di  due  elissoidi  di 
rivoluzione . 

Questo  problema  ci  offre  una  prova  rimarcabilissima  di  quanto  im¬ 
porti  ben  studiare  la  scelta  de’  piani  ausiliari  ,  per  conseguire  f  inter¬ 
sezione  delle  superficie  con  dei  lavori ,  che  siano  comodi  ed  eleganti 
quanto  più  e  possibile  . 

Assumasi  il  piano  (II.)  parallelo  agli  assi  di  rivoluzione  delle  due 
superficie  ,  che  sieno  projettate  nelle  due  dissi  anbn' ,  cedf ,  fig.  84.  j£g.8 4» 
Tav.  XXIX,,  e  per  fissare  la  giacitura  del  (I.)  adoperiamo  le  seguen¬ 
ti  riflessioni. 

Segando  le  due  superficie  con  un  piano  perpendicolare  al  (II.)  si  ot¬ 
terranno  delle  curve  elittiche ,  e  siccome  ogni  disse  può  sempre  pro- 
jettarsi  in  un  circolo  ,  così  dando  tal  posizione  al  piano  secante  ,  che 
le  due  dissi  sieno  simili  ,  la  loro  projezione  circolare  accoderà  in  un 
medesimo  piano  ortogonale  al  (II.)  .  Ponendo  il  piano  (I.)  parallelo  a 
questo  è  palmare  che  si  conseguirà  la  massima  semplicità  nel  descri¬ 
vere  la  intersezione  delle  due  superficie  . 

Ciò  posto,  pel  centro  o',  conducasi  una  retta  c* cV  parallela  alla  pro¬ 
jezione  cd  dell'  altra  elissoide ,  e  su  di  essa  costruiscasi  una  disse  c'e'd' 
simile  alla  ced ,  la  quale  abbia  il  centro  in  o',  ed  il  secondo  asse  ugua¬ 
le  al  secondo  dell’ altra  disse  anb  .  (*)  Per  uno  de’ punti  e' d' interse¬ 


ca  fn  varie  guise  si  può  descrivere  un’  elisse  quando  si  conoscono  gli  assi  .  Molto 
comoda  riesce  però  nella  pratica  del  disegno  ,  quella  che  risulta  dal  far  muovere  so¬ 
pra  gli  assi  medesimi  una  rena  uguale  alla  loro  semissoma . 

,  Sopra  due  rette  CB  ,  CA  ,  fig.  84-  bis  »  se  ne  muova  una  terza  AB  in  modo  che 
i  due  estremi  A  ,  B  si  tengano  costantemente  sulle  indicate  direttrici .  Qualunque  pun¬ 
to  Q  della  retta  mobile  percorre  una  curva  di  cui  si  può  trovare  l’ equazione  in  que- 
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zione  di  queste  due  curve  ,  si  conduca  al  centro  o’  la  retta  e'o ' ,  e  pel 
centro  dell’  altra  elisse  si  conduca  oe  parallela  ad  essa  .  Sopra  queste 
due  rette  si  costruiscano  i  triangoli  rettangoli  e'g'o' ,  ego  in  modo  che 
I  catetti  e'g'  ,  eg  sieno  uguali  rispettivamente  ai  semiassi  secondi  delle 
dissi  ced ,  c'e'd1 .  Di  qui  avremo 

co  :  c'o'  :  :  oe  :  o'e * 

perchè  nelle  dissi  simili  e  similmente  poste  i  diametri  paralleli  sono  prò- 
porzionali  ;  e  poi 

co  :  c'o'  :  :  eg  :  e'g 
perchè  semiassi  delle  dissi  simili  .  Dunque 

oe  :  o'e'  :  :  eg  :  e'g' 

vale  a  dire  simili  i  due  triangoli  rettangoli  oeg  o'eg  ,  e  perciò  paralleli  i 
lati  eg ,  e'g' .  Ma  queste  due  rette  sono  eguali  ai  semiassi  secondi  delle 
due  dissi  meridiane  anb  ,  ced  ;  dunque  le  sezioni  fatte  nelle  due  elis- 
soidi  per  le  parallelle  oe  ,  o'e'  si  precetteranno  sui  piani  delle  altre  due 


sto  modo,  Si  chiami  BQ=:a,  QA  =  b ,  e  si  riferisca  il  punto  Q  alle  coordinate 
CP  —  x  PQ=y  ,  inclinate  fra  loro  col  medesimo  angolo  C  delle  due  rette  direttrici. 

Nel  triangolo  PQA  è  cognito  l’ angolo  in  P  ed  i  due  lati  PQ ,  QA  ,  Pei  cano-. 
ni  della  trigonometria  si  avrà  dunque  il  terzo  lato 

PA  —  y.  cos.  C  —i>  b*  — y*  sen.®  C  |  ; 
ed  in  virtù  dei  triangoli  simili  ACB  ,  APQ  avremo  1’  analogia 

x  :  y.  cos.  C  — »  1^1  b%  — ->  y.%  sen.®  C  |  :  :  a  ;  b  . 

Da  questa  si  ricava  subito  1’  equazione  della  curva  discorsa  dal  punto  Q 
(i)  .  ,  .  .  b*  x'  —  iabxy. cos. C -f-  a*  y*—~a*  b*  r=  o 

Essa  dimostra  prima  di  tutto  ,  che  la  linea  è  del  secondo  grado ,  o  precisamente 
nna  elisse  .  In  secondo  luogo  addita,  che  le  due  direttrici  CA  ,CB  non  ponno  mai  es¬ 
sere  diametri  conjugati  della  curva  ,  a  meno  che  non  sia  C  =  90.*  ,  per  la  ragione 
che  le  equazioni  delle  linee  di  secondo  grado  ,  riferite  a’  diametri  conjugati  ,  souo  in¬ 
dipendenti  dall’angolo  d’ inclinazione  dei  medesimi  diametri. 

Quando  poi  C  =z  90. 0  diventano  principali  i  due  diametri  ,  e  per  verità  T  equazio¬ 
ne  (1)  si  riduce  alla  nota  forma  . 
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parallele  eg,  e'g'  in  due  circoli,  il  che  vuol  dire  che  sono  simili  le  dissi 
projettate  in  oe ,  o'e' .  E  per  la  nota  proprietà  delle  superficie  di  secon¬ 
do  grado ,  tutti  i  piani  paralleli  ai  due  considerati  segheranno  le  super¬ 
ficie  per  delle  dissi  simili  fra  di  loro  ,  le  quali  poi  si  proietteranno 
circolarmente  sovra  de’ piani  paralleli  a  quelli  rappresentati  in  eg ,  e'g' . 

Si  fissi  pertanto  in  M'X' ,  parallela  ad  eg ,  la  intersezione  de’  piani 
coordinati ,  e  siano  CD  rAB  le  corrispondenti  projezioni  sui  piano  (I.) 
dei  due  assi  di  rivoluzione  delle  superficie;  poi  si  rappresenti  un  piano 
secante  in  mx  parallela  alla  eo .  Si  trovino  le  projezioni  P,  Q,  cor¬ 
rispondenti  alle  p  ,  q  dei  centri  delle  dissi ,  in  cui  il  piano  ausilia¬ 
rio  mx  taglia  le  due  superficie  .  Descritti  coi  centri  P  ,  e  Q  due  circoli , 
che  abbiano  i  loro  raggi  rispettivamente  uguali  a  quelle  ordinate  delle 
elissoidi  che  si  projettano  in  p  ,  q  ,  saranno  essi  le  projezioni  sul  pia¬ 
no  (I.)  delle  dissi  suddette,  ed  i  punti  S ,  R  ,  in  che  si  tagliano  que¬ 
ste  due  circonferenze  ,  sono  projezioni  di  due  punti  della  linea  d’  in¬ 
tersezione  delle  due  superficie  .  Le  corrispondenti  r  ,  s  sul  piano  (li.) 
si  disegnano  col  solito  criterio  . 

Ripetendo  la  costruzione  si  potranno  ottenere  le  projezioni  di  quant’ 
altri  punti  si  voglia  della  linea  richiesta  . 

Corollario  i.  È  facile  a  ravvisare  nella  serie  de’ piani  ausiliari  i 
due ,  che  costituiscono  i  limiti  di  quelli  che  sono  utili  alla  risoluzione 
del  problema  .  Le  sezioni  da  loro  prodotte  nelle  due  elissoidi  si  toc¬ 
cano  ,  ed  altrettanto  succede  delle  circonferenze  che  le  rappresentano 
sul  piano  (I.)  . 

Corollario  i.  Se  le  due  elissi  meridiane  anbn' ,  ceclf  delle  propo¬ 
ste  superficie  fossero  simili ,  allora  segandole  con  dei  piani  ugualmente 
inclinati  agli  assi  di  rivoluzione  si  otterrebbero  delle  elissi  simili  .  E 
per  lo  stesso  principio  posto  antecedentemente,  che  nelle  elissi  simili 
i  diametri  similmente  posti  sono  proporzionali  ;  il  sistema  opportuno 
dei  piani  ausiliari  sarebbe  tanto  più  presto  scoperto  ,  inclinando  le 
loro  traccie  nix  ugualmente  alle  projezioni  ab  ,  cd  degli  assi  di  rivo¬ 
luzione  delle  superfìcie  .  Costruendo  poi  nell’  indicato  modo  uno  dei 
due  triangoli  eog ,  e'o'g'  si  avrebbe  subito  cognita  la  giacitura  del  piano  (1). 

Corollario.  3.  Tutto  quanto  si  è  detto  intorno  la  soluzione  di  que¬ 
sto  problema ,  può  naturalmente  convenire  anche  nel  caso  particolare  , 
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che  i  due  assi  di  rivoluzione  sieno  in  un  piano ,  ma  si  avrà  meno  lun¬ 
ga  costruzione  col  metodo  del  §.  179. 

§.  175.  La  elegante  risoluzione  di  questo  problema  ,  in  cui  non  si 
adoperano  altre  linee  che  rette  e  circolari ,  può  applicarsi  a  tutte  le  su¬ 
perficie  di  rivoluzione  del  secondo  grado  ,  purché  sia  possibile  di  se¬ 
garle  con  un  piano  ,  che  produca  simili  le  due  elissi  d’ intersezione  . 
Noi  ci  dispenseremo  dal  prolisso  esame  d’  ogni  caso  particolare  ,  e  ci 
contenteremo  di  notarne  alcuno  dei  più  semplici  . 

§.  176.  La  costruzione  del  Corollario  2.  §.  174.  è  adattabile  al  pro¬ 
blema  generale  di  trovare  1’  intersezione  fra  due  paraboloidi  di  rivo¬ 
luzione  ,  avvegnaché  nelle  loro  curve  meridiane  si  verifica  sempre  la 
condizione  della  somiglianza  ,  tutte  le  parabole  essendo  curve  simili . 

§.  177.  Problema  5.  Debbasi  per  secondo  esempio  rintracciare  la 
intersezione  di  una  elissoide  di  rivoluzione  con  un  cilindro  parimenti 
di  rivoluzione  . 

fig. 85.  Sia  anbe  la  projezione  dell’  elissoide  ,  ed  hh'k'k  ,  Fig.  85.  quella 
del  cilindro  ,  eseguite  sopra  un  piano  parallelo  ai  loro  assi  ,  come 
al  §.  174. 

Pel  centro  dell'  elisse  si  conduca  una  retta  perpendicolare  alle 
e  sovr’  essa  prendasi  la  porzione  od  quant’  è  il  semiasse  secondo  della 
curva  .  Per  1*  estremo  d  si  tiri  df  \  parallela  alle  proiezioni  delle  ge¬ 
neratrici  dei  cilindro  ;  e  per  uno  dei  punti  e ,  in  cui  la  df  taglia 
la  elisse ,  si  dirigga  il  diametro  eo  . 

Questa  costruzione  mostra  subito  che  la  elisse  ,  in  cui  un  piano 
condotto  per  eo  perpendicolarmente  a  quello  della  figura  taglia  la  elis¬ 
soide  ,  si  projetta  sopra  un  altro  piano ,  egualmente  ortogonale  a  quello 
della  figura  e  parallelo  alla  do ,  in  un  circolo,  perché  si  è  fatto  od 
uguale  al  semiasse  secondo  della  elissoide  .  Ecco  dunque  scoperta  la 
giacitura  de’ piani  ausiliari,  e  di  quello  di  projezione ,  affinchè  le  sezio¬ 
ni  prodotte  da’ primi  in  ambedue  le  superficie  si  projetlino  sul  secondo 
circolarmente,  come  si  è  fatto  al  §.  174* 
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LEZIONE  4. 

Si  amplifica  e  generalizza  il  metodo  per  determinare 
le  intersezioni  delle  superficie  . 

— ccccc—  ■ 

§.  178.  Non  è  difficile  a  riconoscere  che  lo  spirito  del  metodo  espo¬ 
sto  al  §.  1 56.  consiste  nel  tagliare  le  due  superficie  proposte  con  una 
terza  ,  la  quale  non  è  poi  assolutamente  necessario  che  sia  piana  ,  ma 
può  essere  di  qualunque  altra  sorte  .  Le  linee  d’  intersezione  di  que¬ 
sta  superficie  ausiliaria  con  ognuna  delle  due  proposte  ,  trovandosi  sem¬ 
pre  tracciate  sopra  la  medesima  superficie  acslfiaria ,  si  taglieranno  scam¬ 
bievolmente  ,  ed  i  punti  comuni  a  queste  due  linee  sono  poi  anche 
comuni  alle  due  superficie  assegnate  ,  poiché  tali  linee  possono  riguar¬ 
darsi  come  le  rispettive  loro  generatrici  . 

E  vero  che  il  metodo  del  §.  i56.  si  può  usare  indistintamente  per 
tutte  le  superficie  ;  ed  è  altresì  vero  ,  che  ,  generalmente  parlando  , 
offrirà  le  costruzioni  più  semplici  ed  eleganti  .  Pure  non  mancano  dei 
casi,  in  cui  torna  molto  più  comodo  sostituire  al  piano  qualch’ altra 
superficie  ausiliaria  ,  e  dovranno  preferirsi  quelle  ,  che  si  riconosceran¬ 
no  suscettive  di  condurre  più  facilmente  a  buon  termine  1’  operazio¬ 
ne  .  E  questi  casi  sebbene  particolari ,  non  sono  certamente  difficili  ad 
intervenire ,  sopra  lutto  nelle  arti  a  cui  si  presta  principalmente  la 
Geometria  Descrittiva  ,  il  perchè  non  è  soverchio  estendere  tant*  oltre  ~ 
le  nostre  ricerche  su  questa  teoria  ,  ed  offrirne  qualche  esempio  . 

§.  179.  Problema  1.  Costruire  l'intersezione  di  due  superficie  di 
rivoluzione ,  che  abbiano  i  loro  assi  in  un  medesimo  piano  . 

Siano  SE,SF,  Fig.  86,  gli  assi  di  rivoluzione,  ed  EG,FH  le Jig&S. 
due  curve  meridiane.  Nel  punto  S  come  centro,  e  con  un  raggio  ar¬ 
bitrario  ,  si  descriva  un  circolo  NO  .  Mentre  la  curva  EG  rivolgen¬ 
dosi  intorno  di  SE  descrive  una  delle  proposte  superficie  ,  il  circolo 
genera  una  sfera;  ed  il  punto  N  percorre  una  circonferenza  ,  che  è  l’in¬ 
tersezione  della  superficie  di  rivoluzione  colla  sfera  §.  i56.  Il  piano  di 
questa  circonferenza  è  perpendicolare  a  quello  della  figura  ,  e  si  pro- 
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jetta  nella  retta  NB  perpendicolare  all’  asse  di  rivoluzione  .  Ragionando 
similmente  sull’  altra  superficie  generata  dalla  curva  FIJ  ì  si  rileva  che 
essa  viene  tagliata  dalla  medesima  sfera  in  una  circonferenza  ,  la  quale 
ha  per  raggio  OK  perpendicolare  ad  SE ,  e  la  sua  projezione  nella  retta 
medesima.  Dunque  il  punto  P  ,  in  che  si  tagliano  le  projezioni  NB  ,  OK 
di  queste  due  circonferenze  ,  esistenti  amendue  sopra  una  medesima 
sfera,  rappresenta  necessariamente  due  punti  comuni  alle  circonferenze 
obbiettive.  Le  quali  circonferenze  ^  essendo  rispettivamente  nell’  una  , 
e  nell’altra  superficie  di  rivoluzione,  ne  viene  che  il  detto  punto  P 
è  projezione  di  due  punti  della  linea  in  che  si  tagliano  le  due  su¬ 
perficie  . 

Per  disegnare  le  corrispondenti  projezioni  sovra  un  piano  coordina¬ 
to  a  quello  dei  due  assi  delle  superficie,  col  centro  K  e  col  raggio  KO 
si  descriva  un  circolo  ,  e  dal  punto  P  si  conduca  la  PA  normale  alla  KO . 
Questa  retta  misura  evidentemente  la  distanza  del  piano  della  figura  da 
ognuno  di  que’ punti  della  linea  d’intersezione  che  si  projcttano  in  P. 
E  pertanto  ,  fatta  passare  per  questo  punto  una  perpendicolare  alla  MX  , 
e  prendendo  in  essa  le  porzioni  ap  ì  ap'  eguali  ognuna  alla  PA ,  saran¬ 
no  p,  p'  le  projezioni  sull’altro  piano  dei  punti  comuni  alle  due  su¬ 
perficie  rappresentati  in  P  ;  e  la  ragione  ne  è  chiarissima  . 

Cambiando  la  lunghezza  del  raggio  della  sfera  ausiliaria,  e  ripetendo 
tutto  il  processo,  si  conseguirà  ogni  volta  una  coppia  di  punti  della  li¬ 
nea  d’  intersezione  delle  due  superficie  . 

§.  1B0.  Problema  2.  Data  una  superficie  di  rivoluzione  ed  un  co¬ 
no  ,  trovare  la  linea  di  loro  intersezione  . 

^g.87.  Sia  BDE ,  F/g.  87.  Tav.  XXX.,  la  traccia  del  cono  sul  piano  (1.) 
è  V —  v  il  suo  vertice  . 

Sia  O  —  00'  1’  asse  di  rivoluzione  della  superficie  di  cui  atiom  è  la 
curva  meridiana  . 

Si  tagli  la  superficie  di  rivoluzione  con  un  piano  parallelo  al  (1.) 
rappresentato  in  mn  .  Un  cono  che  abbia  per  base  questo  parallelo 
della  superficie,  ed  il  vertice  in  V  — v  ,  si  projetta  sul  piano  (li.)  in 
mvn ,  cd  incontra  il  piano  (I.)  in  una  circonferenza,  che  ha  per  dia¬ 
metro  tu' ri'  .  Il  centro  di  questo  circolo  si  trova  nella  retta  PO ,  per¬ 
chè  ve  —  J  O  è  1’  asse  del  cono  .  Trovata  dunque  la  projezione  C 
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del  punto  c' ,  con  questo  centro  e  col  raggio  C'N'  rr  c'n\  si  descriva 
il  circolo  PQ1S' ,  il  quale  sarà  la  traccia  del  cono  ausiliario  mvn  sul 
piano  (I.)  .  4 

Dai  punti  P,  Q,  in  cui  questa  circonferenza  sega  la  traccia  del  co-, 
no  proposto  ,  partono  due  generatrici  che  sono  comuni  ad  ambedue 
le  superficie  coniche ,  e  si  progettano  sul  piano  (1I.J  in  pv  ,  qv  .  I  punti 
r ,  s  ,  ove  queste  projezioni  incontrano  la  mn  ,  sono  punti  comuni 
alle  obbiettive  tanto  della  mn ,  che  delle  pv ,  qv ,  per  la  ragione  che 
1'  una  e  le  altre  sono  descritte  nella  superficie  del  cono  ausiliario  .  Ma 
le  rette  PV — pv^QV — qv  esistono  altresì  nel  cono  proposto,  e 
la  circonferenza  rappresentata  da  mn  nella  superficie  di  rivoluzione  ; 
dunque  i  punti  r  ed  s  rappresentano  due  punti  comuni  alle  superfi¬ 
cie  assegnate  dal  quesito,  vale  a  dire  due  punti  della  scambievole  loro 
intersezione  . 

Le  corrispondenti  projezioni  /?,  ed*£  sul  piano  (I.)  devono  trovarsi 
rispettivamente  sulle  projezioni  PV }  QV ,  e  si  disegnano  col  solito 
criterio  . 

Conservando  sempre  il  medesimo  vertice  al  cono  ausiliario  ,  ed  as¬ 
segnandogli  per  base  altri  circoli  paralleli  della  superficie  di  rivoluzio¬ 
ne  ,  si  potranno  determinare  le  projezioni  di  quanti  punti  si  voglia  della 
ricercata  intersezione  delle  due  superficie. 

Corollario  .  La  presente  risoluzione  essendo  indipendente  dalla  po¬ 
sizione  del  vertice  del  cono  ,  si  vede  eh’  essa  vaierà  eziandio  per  de¬ 
terminare  T intersezione  di  un  cilindro  con  una  superficie  di  rivoluzione. 

LEZIONE  5. 

Si  risolvono  alcuni  quesiti  per  mezzo  dell  intersezione 

delle  superficie  . 

.  —  oaaoaaadod» 

§.  1 8 1 .  Finora  non  ci  siamo  dati  alcun  carico  della  qualità  delle 
quistioni ,  che  ponno  venir  disciolle  per  opera  dello  scambievole  ta¬ 
gliarsi  di  due  o  tre  superficie .  La  purità  geometrica  lo  richiedeva ,  e 
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d’  altronde  le  Applicazioni  della  Geometria  Descrittiva  sommini¬ 
streranno  ampio  campo  d* esercizio  :  la  Gnomonica  la  Stereotomica  la 
Prospettiva  e  la  Sciografia  può  dirsi  che  non  offrono  subbietto  alcuno, 
che  ne  sia  indipendente  . 

Ma  anche  fuori  di  queste  provincie  l’ Ingegnere  si  trova  non  di  ra¬ 
do  nella  circostanza  di  dover  trattar  molte  altre  quistioni ,  che  tut- 
tocchè  possan  consentire  una  soluzione  analitica  ,  assai  più  adatta  e  con¬ 
facente  alla  pratica  si  trova  la  strada  delle  projezioni .  Eccone  un  te¬ 
nuissimo  saggio  . 

§.  182.  Problema  1.  Essendo  determinata  l’imposta,  vuoisi  costrui¬ 
re  una  volta  sferica  la  di  cui  superficie  interna  passar  debba  per  un 
punto  assegnato  . 

Il  problema  consiste  nel  condurre  una  superficie  sierica  per  una  cir¬ 
conferenza  e  per  un  punto.  La  circonferenza  poi  giace  orizzontale, 
^£.88.  e  perciò  sia  essa  rappresentata  in  ABC — ab ,  Jig.  88,  ed  H  —  h  sia 
il  punto  . 

Prima  di  tutto  il  centro  della  sfera  dev’  essere  allogato  nella  retta 
F — ff[  condotta  verticale  pel  centro  F — f"  dell’ assegnata  imposta. 
Inoltre  ,  intendendo  pel  punto  II —  h  tirata  una  retta  a  quals< voglia 
punto  della  circonferenza  ABC  —  ab ,  sarà  questa  una  corda  della  sfe¬ 
ra  ,  e  però  un  piano  condotto  a  lei  normale  pel  suo  punto  di  mezzo 
|  deve  altresì  contenere  il  centro  della  superficie  . 

Descrivasi  dunque  la  retta  TIC  —  he,  parallela  al  piano  (II.),  ed 
ogni  piano  a  lei  normale  sarà  per  conseguenza  normale  anche  al  detto 
piano  (II.)  .  Spartita  dunque  per  mezzo  la  retta  eh  nel  punto  k  ,  e 
tirata  la  perpendicolare  kg,  sarà  kgG  il  piano  che  passa  pel  centro 
della  sfera.  Codesto  piano  incontra  poi  la  retta  F — ff  nel  punto  f 
§.  32 ,  e  perciò  quest’  è  il  centro  della  sfera  . 

Il  di  lei  raggio  è  evidentemente  uguale  alla  retta  af ,  quindi  descri¬ 
vendo  col  centro  f  Y  arco  af”  b  ,  saranno  ABC  —  af'”b  le  projezioni 
della  volta  richiesta  . 

§.  i83.  Problema  2.  Dovendosi  rialzare  un  argine  si  dimanda  che 
venga  applicata  al  piano  della  sua  scarpa  una  rampa  con  assegnata  in¬ 
clinazione  all’  orizzonte ,  per  servirsene  di  comunicazione  nel  trasporto 
della  terra  . 
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Nel  piano  (I.) ,  jfig-  89.  Tav.  XXXI. ,  abbiasi  la  mappa  deli’  argine  ,Jìg.Sg. 
e  sul  piano  (lì.)  venga  eseguita  la  pcojezione  verticale  cd  del  ciglio  inter¬ 
no  .  Sia  fissato  il  punto  A  —  a  di  questo  ciglio  al  quale  deve  metter 
capo  la  rampa  ,  ed  apparisce  subito  ,  che  intendendo  ivi  stabilito  il  ver¬ 
tice  di  un  cono  retto ,  i  di  cui  lati  siano  inclinati  al  piano  orizzontale 
quant’  è  richiesto  per  la  rampa  ,  si  avrà  nella  sua  intersezione  rettilinea  col 
piano  BXb  della  scarpa  la  traccia  opportuna  per  applicarvi  la  rampa . 

Il  cono  di  cui  abbiamo  parlato  segherà  il  piano  (L)  in  un  circolo 
col  centro  in  A  ,  e  di  cui  il  raggio  sarà  noto  per  la  elevazione  del 
punto  «  sopra  la  MX  ,  e  per  l’ angolo  che  i  lati  deggion  fare  coll’ oriz¬ 
zonte  .  Sia  descritto  un  tal  circolo  ,  e  dai  punti  P  ,  Q  ,  in  che  taglia 
la  traccia  BX  del  piano  della  scarpa  ,  si  tirino  le  rette  AP ,  AQ  .  Que¬ 
ste  sono  la  projezione  orizzontale  della  intersezione  del  cono  col  piano 
BXd  ,  avvegnaché  i  punti  A  ,P,  per  mezzo  de’ quali  sono  deter¬ 
minate  ,  rappresentano  tre  punti  esistenti  sulla  superficie  del  cono  e 
su  quella  del  piano  . 

Descritte  che  siano  le  corrispondenti  projezioni  ap  ,  aq ,  ciascuna  delle 
due  rette  AP  —  ap ,  AQ  —  aq  ,  è  atta  a  risolvere  il  problema  costruen¬ 
do  la  rampa  secondo  la  loro  direzione  . 

Corollario  1.  Giusta  le  cose  dimostrate  nel  §.  94.  il  nostro  problema 
consentirà  altre  soluzioni,  se  pel  punto  A — a  si  potranno  tracciare 
sui  piano  BXb  delle  altre  linee  ,  che  siano  inclinate  coll’  orizzonte  a  pari 
delle  due  AP  —  ap  ,  AQ  —  aq  .  Ora  ,  qualsivoglia  linea  aafiy  ,  a<Psqu, 
spezzata  in  modo  che  tutte  le  parti  a,(ì ,  fiy^e  ec.  siano  rispettivamente 
parallele  all’ una  o  all’altra  delle  due  direzioni  ap  ,  aq  soddisfa  a  que¬ 
sta  condizione.  Di  maniera  che  tanto  è  salire  sopra  f  argine  per  le  due 
rette  rappresentate  da  ap,aq  ,  quanto  per  qualunque  altra  via  a  zig-zag 
aafiy  ,  a<Pe$[jt, ,  ec.  spezzata  nel  modo  indicato . 

In  questo  caso  semplicissimo  ,  che  la  superficie  sovra  cui  vanno  trac¬ 
ciate  le  strade  è  piana ,  si  vede  subito  pei  primi  elementi  della  geome¬ 
tria  che  tutti  i  sistemi  rettilinei  ap  ,  aa,[2y  ,  ec.  sono  egualmente  lun¬ 
ghi  ,  senza  ricorrere  al  principio  delle  eliche  del  citato  §.  94. 

Corollario  2.  Siccome  il  punto  A  —  a  per  stabilirvi  il  vertice  del  co¬ 
no  è  stato  preso  ad  arbitrio  ,  e  può  essere  qualunque  altro  del  piano  BXb 
della  scarpa ,  cosi  è  chiaro  che  si  può  anche  risolvere  geometricamente 
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il  problema  aggiungendovi  l’altra  condizione,  che  la  strada  debba  pas¬ 
sare  per  un  determinato  punto  dr  quel  piano  .  Col  ministero  poi  delle 
traccie  poligonali ,  posto  che  tutte  ritengono  gli  identifìci  caratteri  geo¬ 
metrici  che  influiscono  sulla  direzione  delle  strade  §.  98  ,  si  può  andar 
più  inanzi ,  e  richiedere  che  l’andamento  della  nostra  passi  per  un  nu¬ 
mero  qualunque  di  punti  ,  compresi  dentro  il  triangolo  PAO — paq  , 
senza  che  di  un  atomo  si  scapiti  da  lato  dell’  economia  . 

§.  184*  Problema  3.  Paragonando  una  topografia  livellata  col  paese 
da  lei  rappresentato ,  poniamo  che  si  riconosca  difettosa  di  un  punto 
essenziale  ,  e  poniamo  che  1’  Ingegnere  sopra  luogo  non  abbia  dispo¬ 
nibile  altri  strumenti  che  un  grafometro  .  Con  queste  condizioni  si  ri¬ 
cerca  ,  che  f  Ingegnere  fissi  nella  carta  la  posizione  tanto  topografica  che 
altimetrica  del  punto  mancante  . 

Si  scielgano  tre  punti  d’intorno  a  quello  che  si  vuol  rappresentare, 
i  quali  non  abbiano  la  stessa  elevazione  .  Mediante  il  grafometro  mu¬ 
nito  d’  un  filo  a  piombo  si  misurino  gli  angoli  fatti  dalla  verticale  con 
ognuno  dei  raggi  visuali  diretti  ai  tre  punti  stabiliti  . 

Con  questa  semplicissima  operazione  si  ha  modo  di  recar  scioglimento 
alla  quistione .  In  fatti  1’  angolo  formato  dalla  verticale  corrispondente 
al  punto  mancante  sulla  carta  ,  col  raggio  visuale  diretto  ad  ognuno  de¬ 
gli  allri  tre  ,  è  uguale  alla  inclinazione  dei  medesimi  raggi  visuali  colle 
rispettive  verticali  di  que’  punti  .  Dunque  se  i  raggi  visuali  descrivino 
delle  superficie  coniche  girandosi  d’  intorno  rispettivamente  alle  verti¬ 
cali  dei  punti  fissati  ,  il  punto  che  si  cerca  dovrà  esistere  simultanea¬ 
mente  in  tutti  tre  questi  coni. 

Siano  A  ,  B  ,  C  le  projezioni  dei  tre  punti  osservati  prese  dalla  map¬ 
pa ,  e  siano  a,Z>,c  le  corrispondenti  projezioni  verticali,  desunte  dal 
Jtg-9 o.  livello  d’ognuno  di  quei  tre  punti  ,  fig.  90.  Tav.  XXXII.  Siano  final¬ 
mente  $  ,  <p' ,  <p"  i  tre  angoli  osservati  . 

Si  compiano  le  projezioni  verticali  dei  tre  coni  definiti  antecedente- 
mente  ;  e  s’  intenda  tagliato  il  sistema  di  queste  tre  superficie  da  un 
piano  orizzontale  indicato  per  mjc  .  È  chiaro  che  un  tal  piano  segherà 
i  coni  in  tre  circoli  ,  ed  è  altresì  manifesto  dalla  figura  la  lunghezza 
dei  loro  raggi  .  Se  ne  eseguisca  dunque  la  projezione  sul  piano  (I.)  . 
Queste  circonferenze  si  taglieranno  due  per  due  secondo  dei  punti 
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D  ,D' ,  K  y  75? ,  1 , 1' ,  che  sono  le  projezioni  d’ altrettanti  punti  spet¬ 
tanti  alle  intersezioni  delle  superficie  coniche  considerate  due  a  due§.  i56. 

Ripetuto  il  medesimo  lavoro  per  altri  piani  ausiliari  mV,  m"x"  ec.  si 

troverà  per  ognuno  dei  nuovi  punti  come  7),  D\  K ,75?,  7,  T .  Facendo 
passare  per  tutti  i  punti  D  ,  D' ...  una  curva  DPD'  si  avrà  la  projezione 
dell’  intersezione  fra  i  due  coni  lai! ,  nbrì  ;  e  così  tirando  una  linea  KPK\ 
per  tutti  i  punti  K,  K!  .  .  . ,  ed  un’  altra  1P1'  per  7,  1' ...  si  conse¬ 
guiranno  le  projezioni  dell’intersezione  fra  i  due  coni  nbn' ,  oco' ,  e 
di  quella  fra  gli  altri  due  lai’ }  oco' .  Tutti  i  punti  P  in  che  si  ta¬ 
glieranno  queste  tre  curve  saranno  le  projezioni  orizzontali  di  altret¬ 
tanti  punti  che  soddisfanno  le  condizioni  del  problema  . 

Bisogna  operare  nell’  istessa  maniera  sopra  il  piano  (II.)  per  ottenere 
le  corrispondenti  projezioni  p  ;  cioè  bisogna  projettare  sulla  mx  tutti 
i  punti  D,D\  K ,  K' ,  J ,  T  ,  e  così  sulle  m'x' ,  m"x"  ec.  ;  e  poi 
bisogna  condurre  una  linea  per  la  serie  <7,  d' .  .  .un’altra  per  la  se¬ 
rie  k  ,  k' .  .  .  ed  una  terza  per  la  serie  le  quali  curve  si  ta- 

[  glieranno  in  altrettanti  punti  p  corrispondenti  ai  P  . 

Questa  costruzione  deve  produrre  in  generale  otto  punti  ,  che  risol¬ 
vono  il  quesito  astratto  dell’  intersezione  di  tre  superficie  coniche  di 
secondo  grado  .  Ma  d’  appresso  le  circostanze  locali  non  sarà  difficile 
all’  Ingegnere  di  riconoscere  quello  P  —  p  ,  che  corrisponde  alla  sta¬ 
zione .  La  elevazione  poi  del  punto  p  sopra  la  MX  renderà  noto  il  li¬ 
vello  del  punto  in  questione  rispetto  agli  altri  della  Mappa  . 

Ognuno  comprenderà  di  leggieri  che  potrebbe  bastare  la  descrizione 
di  due  sole  delle  curve  DPD' ,  KPK'  y  1PV  per  ottenere  il  punto  P. 

Ma  torna  conto  in  simili  casi  non  economizzare  il  tempo ,  e  1’  opera  . 

Le  projezioni  delle  curve  di  doppia  curvatura  sovente  si  tagliano  in 
punti  a  cui  non  corrispondono  dei  punti  comuni  alle  loro  obbiettive, 
ed  esigesi  non  tenue  indagine  per  distinguere  questi  casi  .  La  delinea¬ 
zione  di  tutte  tre  le  curve  dispenserà  quasi  sempre  da  sì  laboriose 
ricerche . 

§.  i85.  La  medesima  questione  può  essere  risoluta  col  solo  soccorso 
d’uno  strumento  misuratore  d’angoli.  Difatli  dal  punto  che  si  tratta 
di  determinare  nella  mappa  si  dirigano  sopra  A  —  a  ,  B —  b  ,  C  —  c  , 
fìg.  90,  delle  visuali  ,  e  si  notino  gli  angoli  da  loro  compresi  .  Sopra  la  fìg.Q 0. 


PELLE  INTERSEZIONI. 


128 

retta  AB  —  ab  si  costruisca  un  segamento  circolare  capace  di  un  an¬ 
golo  uguale  a  quello  sotto  cui  è  stata  osservata  la  retta  medesima  .  In¬ 
tendendo  che  codesto  segamento  ruoti  d’  intorno  la  retta  ,  è  chiaro  che 
il  punto  della  stazione  non  saprebb’  essere  fuori  della  superficie  gene¬ 
rata  da  quell’arco.  Dunque,  operando  similmente  sopra  ognuna  delle 
altre  due  rette  AC — ac,BC — bc ,  si  produrranno  due  nuove  super¬ 
ficie  in  ognuna  delle  quali  si  deve  trovare  il  punto  ricercato  . 

Queste  superficie  sono  del  genere  delle  anulari  ,  e  le  scambievoli 
loro  intersezioni  si  disegnano  comodamente  per  via  del  §.  179.  Ma 
noi  lasciamo  questo  lavoro  per  esercizio  degli  Allievi ,  e  chi  non  si  tro^ 
vasse  da  tanto,  anche  dopo  l’accenno  dello  stadio  da  percorrersi,  può 
vederlo  nella  Geometria  Descrittiva  del  Monge  . 
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Dei  contatti  del  prim’  ordine  . 


§.  186.  Jlr  er  definire  i  contatti  si  adotta  in  Geometria  Descrittiva  il 
principio  degli  infinitamente  piccoli  usato  dagli  antichi  Geometri  ,  per¬ 
chè  soltanto  in  tal  maniera  si  può  far  cadere  sotto  il  dominio  de’  sensi 
i  concetti  più  astratti  dell’alta  geometria  .  Vi  ha  errore  certamente  nel 
dare  una  esistenza  a  degli  oggetti  che  per  loro  propria  natura  non  ne 
possono  avere ,  ma  ollrecchè  questo  metodo  conduce  a  dei  risultati  ri¬ 
gorosi  ,  li  sparge  poi  di  tanta  luce  e  di  tanta  evidenza ,  che  più  inde¬ 
lebilmente ,  e  molte  volte  anco  più  agevolmente,  si  stampano  nella  no¬ 
stra  immaginazione  .  L’ unica  via  dunque  di  studiare  le  più  astruse  pro¬ 
prietà  dell’estensione  figurata,  per  coloro  che  mirano  di  applicarle  im¬ 
mediatamente  alle  arti ,  non  disconviene  neppure  a  quegli  altri  ,  che  ten¬ 
tano  di  più  alto  salire  nelle  astratte  meditazioni  . 


LEZIONE  1. 

Sul  contatto  delle  linee  fra  di  loro  e  colle  Superficie  . 

§.  187.  Immaginiamo  due  punti  in  una  linea  pei  quali  ne  passi  un’ al¬ 
tra  .  Intorno  ad  uno  di  questi  punti ,  che  noteremo  A  ,  intendiamo  gi¬ 
rare  una  delle  due  linee,  in  modo  che  vada  tagliando  l’altra  in  un  punto 
sempre  più  vicino  al  primo  A  .  Progredendo  questo  movimento ,  il  punto 
variabile  dell’  intersezione  delle  due  linee  giungerà  a  coincidere  col  punto 
fisso  A  .  Codesta  circostanza  è  ciò  che  si  chiama  contatto  delle  due  li¬ 
nee  ,  ognuna  delle  quali  si  dice  tangente  dell’altra  nel  punto  A.  Ma 
secondo  lo  spirito  del  metodo  de’ limiti  si  ammette  il  contatto  delle  due 
linee  riguardando  infinitamente  prossimi  quei  due  punti  ,  e  distinti 
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1’  uno  dair altro  ,  per  ragionare  sulla  lineetta  che  li  separa  come  se  in 
realtà  esister  potesse  . 

§.  188.  Teorema  i.  Due  linee  tangenti  si  projettano  in  linee  altresì 
tangenti,  ed  i  punti  di  contatto  delle  projezioni  rappresentano  il  con¬ 
tatto  obbiettivo  . 

Nominiamo  A  ,  e  B  i  due  punti  consecutivi  c  comuni  alle  linee  ob¬ 
biettive  .  I  cilindri  projettanti  avranno  comuni  le  generatrici  che  partono 
dai  punti  A  ,  e  B  .  Per  conseguenza  le  loro  traccie  sui  piani  di  pro¬ 
iezione  saranno  linee  ,  che  avranno  comuni  due  punti  infinitamente  pros¬ 
simi  ,  cioè  saranno  linee  tangenti .  Le  generatrici  comuni  ai  due  cilindri 
sono  poi  le  rette  projettanti  l’elemento  del  contatto  delle  linee  obbiet¬ 
tive;  e  per  conseguenza  si  va  egli  a  projetlare  nell’  elemento  infinitesimo 
in  cui  si  toccano  le  projezioni . 

Corollario .  Se  più  di  due  fossero  le  linee  tangenti  fra  di  loro  in  un 
medesimo  punto  ,  è  chiaro  che  parimenti  le  projezioni  loro  sarebbero 
tutte  tangenti  nel  punto  in  cui  si  projetta  il  contatto  obbiettivo  . 

§.  189.  Tutte  le  linee  descritte  nei  due  cilindri  projettanti  conside¬ 
rati  superiormente  si  projettano  nelle  Toro  traccie,  vale  adire  in  linee 
che  si  toccano  fra  di  loro.  Quindi  apparisce  in  primo  luogo,  che  li¬ 
nee  separate  per  tutto  il  loro  corso,  possono  projellarsi  in  linee  che  ab¬ 
biano  dei  punti  di  contatto  .  La  qual  combinazione  ci  verrà  additata 
dal  criterio,  che  le  projezioni  delle  medesime  linee ,  eseguite  sovra  un 
altro  piano  ,  non  possono  avere  punti  comuni  nè  di  contatto  nè  d’in¬ 
tersezione  ,  corrispondenti  al  punto  comune  delle  prime  projezioni ,  cioè 
che  si  trovino  con  lui  in  una  retta  perpendicolare  alla  comune  inter¬ 
sezione  de’  piani  coordinati . 

In  secondo  luogo  si  vede  ,  che  eziandio  delle  linee  secanti  possono 
projettarsi  in  linee  tangenti  ,  ed  il  punto  di  contatto  delle  projezioni 
rappresenterà  il  punto  d’ intersezione  delle  obbiettive .  Per  intender  ciò 
basta  figurarsi  tracciata  sovra  ognuno  de’  cilindri  projettanti  una  linea  , 
che  passi  verbigrazia  pel  punto  A  ,  e  non  pel  punto  /?  ,  ed  è  subito 
manifesto  che  queste  due  liuee  sono  secanti  Puna  dell’altra  nel  punto  A . 
E  questa  seconda  combinazione  ci  verrà  indicata  dallo  scambievole  in- 
tersegarsi  delle  projezioni  di  queste  medesime  linee,  eseguite  sovra  un 
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altro  plano,  in  un  punto  che  corrisponda  a  quello  in  cui  si  toccano 
le  prime  proiezioni . 

§.  190.  Teorema  1.  Due  curve  che  siano  a  contatto  hanno  comu¬ 
ne  la  tangente  in  quel  punto  . 

Questa  verità  deriva  dal  Corollario  dei  §.  188. ,  avvegnaché  se  fra 
le  linee  tangenti  ivi  considerate  ve  ne  sia  una  retta  ,  essa  diventa  na¬ 
turalmente  la  tangente  comune  di  tutte  le  altre  .  Dunque  ogni  ele¬ 
mento  di  linea  curva  si  può  riguardare  come  retto  . 

§.  191.  La  posizione  di  una  curva  non  è  determinata  dalla  condi¬ 
zione  di  essere  tangente  di  un  altra  in  un  dato  punto ,  come  succe¬ 
de  di  una  retta  .  Alle  due  curve  intendiamo  condotta  la  tangente  co¬ 
mune  ,  ed  è  evidente  ,  che  ,  identificandosi  queste  tre  linee  nell’  elemento 
del  contatto  ,  può  una  delle  due  curve  ruotare  intorno  di  questo  ele¬ 
mento  ,  senza  che  mai  cessi  d’ essere  comune  a  tutte  tre  le  linee,  vale 
a  dire  senza  che  mai  si  distrugga  il  loro  contatto  .  Ma  tra  tutte  que¬ 
ste  infinite  posizioni  tangenti  delle  due  curve ,  una  ve  ne  ha,  nella  qua¬ 
le  si  verificano  delle  proprietà  esclusive  ad  ogn’  altra  ,  ed  è  quando  co¬ 
incidono  in  uno  solo  i  piani  osculatori  delle  due  curve  .  Tutte  le  pro¬ 
prietà  di  due  circoli  che  si  toccano  ,  dimostrate  negli  elementi  della 
Geometria  ,  vengono  meno  ,  se  ,  sussistendo  sempre  il  contatto  ,  quei  due 
circoli  non  esistano  più  nel  medesimo  piano  . 

§.  192.  Un  piano  perpendicolare  alla  tangente  nel  punto  di  contatto 
si  chiama  il  piano  normale  della  curva  .  Tutte  le  rette  descritte  in  que¬ 
sto  piano  pel  punto  di  contatto  sono  naturalmente  perpendicolari  alla 
curva  .  Ma  fra  queste  infinite  perpendicolari  ve  ne  è  una  per  ogni 
punto  ,  che  la  Geometria  distingue  colla  caratteristica  di  normale  del¬ 
la  curva  ;  e  questo  in  grazia  delle  proprietà  eh’  ella  gode  esclusiva¬ 
mente  a  tutte  le  altre.  La  normale  di  una  curva  è  quella  che  nasce 
per  la  intersezione  del  piano  normale  col  piano  d’ osculo  ,  il  quale  coin¬ 
cide  con  quello  della  curva,  nel  caso  ch’ella  sia  di  semplice  curvatura. 

§.  193.  Se  una  linea  incontra  in  più  punti  una  superficie  ,  inten¬ 
diamo  che  la  detta  linea  si  muova  intorno  ad  uno  di  questi  punti  , 
che  noteremo  A  .  La  legge  di  questo  movimento  sia  poi  tale  ,  che  un 
altro  dei  punti  comuni  alla  linea  ed  alla  superficie,  per  grazia  d’esem¬ 
pio  Z? ,  si  vada  accostando  sempre  più  al  primo  A.  In  tal  guisa  giu- 
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gncranno  finalmente  a  coincidere  l’ uno  coll’altro  ,  ed  allora  e  che  la 
linea  si  dice  a  contatto  della  superficie ,  o  viceversa  .  Ma  secondo  il 
principio  da  noi  ammesso  ,  si  stabilisce  il  contatto  qualora  i  due  punti 
A  ,  B  differiscano  fra  loro  di  una  quantità  infinitesima. 

§.  iq4-  Teorema  3.  Se  una  linea  tocca  una  superficie  ,  ella  tocca  al¬ 
tresì  tutte  le  linee  tracciatili  su  quella  superfìcie  per  1’  elemento  del 
contatto  . 

Per  esempio  lutti  gli  infiniti  piani  che  si  possono  condurre  per  la 
tangente  di  una  superfìcie  tagliano  la  medesima  secondo  delle  linee  a 
contatto  colla  retta  tangente  della  superficie . 

Seguitiamo  a  nominare  A  e  B  i  due  punti  che  costituiscono  1’  ele¬ 
mento  del  contatto  .  La  legge  di  movimento  del  punto  B  sarà  rappre¬ 
sentata  geometricamente  da  una  linea,  che  esso  percorre  sulla  superfi¬ 
cie,  e  quindi  alloracchè  la  linea  mobile  intorno  al  punto  A  diviene 
tangente  della  superficie  ,  toccherà  pur  anche  la  linea  percorsa  dal  puiv 
to  B  §.  187. 

Il  punto  B  si  può  trasferire  poi  dall’  originaria  sua  posizione  a  quella 
che  costituisce  il  contatto  della  linea  colla  superficie ,  per  infinite  vie 
diverse,  percorse  sulla  superficie  medesima  §,  193.,.  le  quali  hanno 
tutte  di  comune  l’elemento  infinitesimo  BA  .  Dunque  la  linea  mobile 
tocca  contemporaneamente  la  superficie  ,  e  tutte  le  linee  tracciabili  so¬ 
pra  di  lei  per  1*  elemento  BA  . 

Corollario  .  Da  questa  medesima  dimostrazione  apparisce  ancora  ,  che 
se  reciprocamente  una  linea  tocca  in  un  punto  un’altra  linea  descritta 
su  di  una  superficie ,  si  trova  eziandio  a  contatto  della  superficie  in 
quel  medesimo  punto. 

§.  195.  Teorema  l\.  Una  lìnea  ed  una  superficie  che  si  tocchino  han¬ 
no  comune  la  tangente  nel  punto  del  loro  contatto  . 

Questa  proposizione  analoga  a  quella  del  §*  190.  si  dimostra  nell’ 
istessa  maniera  .  Perchè  infatti  giusta  la  definizione  del  §,  193.  infinite 
linee  possono  essere  tangenti  di  una  superficie  secondo  un  medesimo  ele¬ 
mento  di  contatto  ;  e  queste  sono  poi  anche  tangenti  fra  di  loro  .  Po¬ 
niamone  una  retta,  ed  essa  risulterà  la  tangente  tanto  della  superficie 
che  delle  linee  . 

§.  196.  Una  curva  non  è  determinata  di  posizione  dalla  condizione 
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dì  dover  essere  tangente  di  una  superficie  in  un  dato  punto,  perchè 
può  ruotare  intorno  la  retta  tangente  di  quel  punto  ,  senza  che  mai  si  di¬ 
strugga  il  suo  contatto  colla  superficie  .  Ma  neppure  una  retta  è  deter¬ 
minata  di  posizione  dalla  circostanza  di  toccare  una  superficie  in  un  deter¬ 
minato  punto  ,  siccome  avviene  quand’ essa  tocca  una  curva  §.  191.  Que¬ 
sta  differenza  nasce  perché  sulla  curva  1’  elemento  AB  del  contatto  è  uni¬ 
co  ,  mentre  sulla  superficie  possono  essere  infiniti  .  Infatti  il  punto  B  può 
occupare  infinite  posizioni  d’intorno  al  punto  A-,  con  ognuna  delle  qua¬ 
li  si  stabilisce  la  direzione  di  una  retta  tangente  della  superficie  ;  cosic¬ 
ché  dunque  sono  infinite  le  tangenti  in  ogni  punto  delle  superficie  . 

Fra  tutte  le  posizioni  poi  che  può  prendere  una  curva  intorno  al  suo 
elemento  di  contatto  con  una  superficie  ,  è  da  notarsi  quella  in  cui 
la  normale  della  curva  è  perpendicolare  anche  alla  superficie.  In  que¬ 
sta  combinazione  Y  analisi  sublime  dimostra  ,  che  il  contatto  gode  del¬ 
le  proprietà  non  comuni  alle  altre  posizioni  di  contatto  ,  come  per 
esempio  che  la  curva  può  ruotare  intorno  la  normale,  senza  che  si 
alteri,  il  contatto  - 
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§.  197.  Tutti  hanno  una  qualche  idea  se  non  altro  fisica  del  con»- 
tatto  delle  superficie .  Lì  esperienza  fa  vedere  ad  ogni  istante  che  un 
corpo  può  poggiarsi  ad  un  altro  ,  senza  che  punto  lo  eompenetri ,  ed 
allora  naturalmente  le  superficie  esterne  di  questi  due  corpi  non  fanno 
ehe  toccarsi .  Ma  per  definire  geometricamente  il  contatto  di  due  super¬ 
ficie ,  noi  ne  stabiliremo  il  criterio  nella  tangenza  scambievole  di  tutte 
le  sezioni ,  che  si  possono  fare  nelle  dette  superficie  per  quel  punto  che 
hanno  di  comune .  La  qual  condizione  ridotta  nel  limite ,  importa  che 
le  due  superficie  abbiano  di  comune  un  elemento  infinitesimo  . 

§.  19S.  Teorema  1.  Se  due  superficie  abbiano  comuni  tre  punti 
infinitamente  prossimi  ed  arbitrar]  ,  sono  tangenti  fra  di  loro . 
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Due  superficie  a  contatto  devono  identificarsi  per  un  elemento  infi¬ 
nitesimo  §.  197  .  Tutte  le  sezioni  che  si  posson  fare  nelle  due  superficie 
per  questo  elemento  devono  poi  avere  la  medesima  tangente  §.  190  ; 
e  quindi  egli  è  tale  che  una  retta  vi  si  deve  adattare  in  tutte  le  direzio¬ 
ni  ,  vale  a  dire  è  piano  .  Ma  un  piano  è  determinato  da  tre  punti  , 
dunque  due  superficie  che  abbiano  di  comune  tre  punti  infinitamente 
prossimi  ed  arbitrar] ,  sono  tangenti  fra  loro  . 

Corollario .  Il  piano  essendo  anche  determinato  da  due  rette  ,  ne 
viene  che  il  contatto  delle  superficie  resta  altresì  stabilito  da  due  se¬ 
zioni  arbitrarie,  che  producano  delle  linee  .rispettivamente  tangenti. 

§.  199.  Teorema  2.  Una  linea  descritta  su  di  una  superficie  in  modo 
che  seghi  il  di  lei  contorno  apparente  (*)  ,  si  projelta  a  contatto  della 
projeziorie  del  medesimo  contorno ,  nel  punto  che  rappresenta  quello 
dell’  intersezione  . 

Per  disvolgere  la  quistione  con  più  facile  intelligenza  ,  poniamo  che 
la  linea  segante  il  contorno  apparente  sia  in  un  piano  ,  ed  intendiamo 
altresì  la  sezione  da  esso  lui  recata  nel  cilindro  che  projetta  la  superficie. 
Si  avranno  per  tal  guisa  due  linee  tangenti  fra  di  loro  in  un  punto  del 
contorno  apparente,  una  descritta  sulla  superficie  obbiettiva  ed  una  sul 
cilindro  projettante  .  Questo  è  manifesto  pel  §.  197  ,  e  perciocché  il 
cilindro  projettante  tocca  la  superficie  obbiettiva  in  ogni  punto  del  con¬ 
torno  apparente  .  Dunque  queste  due  linee  avranno  le  loro  projezioni 
scambievolmente  tangenti  §.  188. 

Tutte  le  linee  poi  descritte  sul  cilindro  projettante  hanno  la  mede¬ 
sima  projezione  ,  cosicché  la  sezione  prodotta  in  questo  cilindro  dal 
piano  immaginato  avrà  la  stessa  projezione  che  ’l  contorno  apparente 
della  superficie  ;  e  però  la  projezione  di  questo  contorno  tocca  la  pro¬ 
jezione  della  linea  tracciata  sulla  superficie  obbiettiva  segante  il  di  lei 
contorno  apparente  .  Il  punto  di  contatto  fra  queste  projezioni  rappre¬ 
senta  poi  evidentemente  quello  in  che  si  tagliano  le  designate  obbiettive. 

Questa  proprietà  si  trova  frequentemente  applicata  nella  teoria  delle 
ombre  . 


(*)  Questo  termiue  è  tratto  dalla  Prospettiva  ,  e  ,  per  brevità  di  dire  ,  si  adotta 
per  esprimere  la  linea  in  che  una  superficie  viene  toccata  da  un’  altra  ,  che  la  pro- 
jelti  comunque  . 
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§.  200.  Nella  condizione  che  due  superficie  abbiano  di  connine  tre 
punti  infinitamente  vicini  può  accadere  che  non  siano  arbitrariamente 
situati  .  Questo  succede  qualora  i  tre  punti  si  dispongano  in  modo, 
che  due  delle  rette  congiungenti  possano  divenire  gli  elementi  di  una 
curva  ,  che  è  quanto  dire  ,  qualora  il  triangolo  da  essi  risultante  abbia 
due  angoli  infinitamente  piccoli  ,  ed  il  terzo  per  conseguenza  infinita¬ 
mente  poco  differente  da  due  retti  .  In  questo  caso  le  sezioni  fatte  pel 
punto  comune  delle  due  superficie  non*  sono  più  indistintamente  tan¬ 
genti  .  Passando  per  tutti  tre  i  punti  risulteranno  osculatrici  §.  283  ; 
tangenti  se  conterranno  due  soli  di  que’ punti  §.  187;  finalmente  se¬ 
canti  per  qualsisia  altra  direzione  . 

La  qual  cosa  dimostra  ,  che  una  superficie  tagliandone  un’altra,  può 
nel  medesimo  tempo  essere  a  contatto  di  second'  ordine  ,  §.  296.,  con 
una  linea  descritta  sopra  di  lei  per  un  qualche  punto  della  scambievole 
loro  intersezione  ;  e  che  tutte  le  sezioni  fatte  con  una  terza  superficie 
nelle  prime  due,  la  quale  contenga  i  tre  punti  infinitamente  prossi¬ 
mi  saranno  curve  scambievolmente  osculatrici  .  Se  poi  la  superficie  se¬ 
gante  non  ne  contenga  che  due,  le  linee  da  lei  prodotte  coll’interse¬ 
zione  saranno  semplicemente  tangenti  . 

§.  201.  Queste  sono  singolari  affezioni  delle  superfìcie  ,  né  dev’  essere 
difficile  a  formarsene  una  ben  distinta  idea  .  Sia  H,  Fig.gi.  Tav. XXXI li., ^^.9 
un  punto  spettante  all’intersezione  di  due  superficie .  Tutte  le  sezioni 
latte  per  questo  punto  producono  delle  curve,  che  generalmente  si  taglia¬ 
no  in  H ,  come  le  AB  ,  ab  .  Ma  se  in  H  abbiano  la  medesima  curvatura, 
ivi  si  identificheranno  con  tre  punti  infinitamente  prossimi  §§.  283 , 292; 
nè  per  questo  è  necessario  ,  siccome  è  noto  ,  che  di  qua  e  di  là  del 
punto  H  non  seguitino  a  scorrere  alternamente  ,  nella  medesima  guisa 
come  se  H  fosse  un  punto  d’ intersezione  ., 

Un  caso  più  particolare  si  rende  più  agevolmente  -manifesto  Può 
succedere  che  i  tre  punti  costituenti  il  contatto  delle  due  superficie  sieno 
allogati  in  linea  retta.  E  questo  significa  palmarmente,  che  le  sezioni 
delle  due  superficie  fatte  in  questa  direzione  sono  curve  che  ivi  hanno 
un  J lesso  oppure  un  regresso  ,  nei  quali  punti  singolari  le  curve  cam¬ 
biano  direzione  .. 

§.  202.  Esteso  indefinitamente  f  elemento  piano  comune  a  due  super- 
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licie  ,  esso  costituirà  naturalmente  un  piano  tangente  all’  una  ed  all’altra.. 
Per  la  qual  cosa  si  conclude  prima  ,  che  il  piano  può  essere  tangente 
di  qualsivoglia  superficie  ;  poi  un  teorema  analogo  a  quello  del  §.  190  , 
che  cioè  se  due  superficie  siano  a  contatto  hanno  comune  il  piano 
tangente  in  quel  punto  . 

§.  2o3.  Ma  esistono  delle  differenze  hen  rimarchevoli  intorno  al  modo 
con  cui  può  succedere  questo  contatto  del  piano  colle  superfìcie  curve  . 
Quelle  che  sono  generabili  da  una  retta  avranno  la  generatrice  ,  che 
passa  pel  punto  di  contatto  intieramente  constituila  nel  piano  tangente, 
e  considerando  il  contatto  nel  limite  ,  noi  potremo  per  un  altro  pun¬ 
to  comune  al  piano  ed  alla  superfìcie  supporre  condotta  la  generatrice 
'consecutiva  .  Rispetto  alle  superficie  sviluppabili  questa  seconda  genera¬ 
trice  incontra  l’antecedente,  e  però  si  trova  costituita  essa  pure  nel 
piano  tangente  .  Dalla  qual  cosa  si  vede,  chele  superficie  sviplupabili 
hanno  comune  col  piano  tangente  tutto  un  elemento  compreso  da  due 
generatrici  infinitamente  prossime  ,  vale  a  dire  clic  ,  giusta  la  defini¬ 
zione  del  §.  196  ,  il  contatto  accade  sempre  in  tutta  la  estensione  di 
una  linea  retta  . 

§.  204.  Non  così  rispetto  alle  gobbe  :  la  generatrice  che  passa  per  un 
secondo  punto  dell’elemento  di  contatto,  non  può  mai  essere  in  un 
piano  colla  generatrice  antecedente  ;  e  quindi  il  piano  non  potendo 
identificarsi  con  tutto  un  elemento  compreso  fra  due  generatrici  infi¬ 
nitamente  vicine,  non  può  nemmeno  toccare  le  superficie  gobbe,  che 
in  un  solo  punto  .  La  generatrice  costituita  nel  piano  tangente  sarà  dun¬ 
que  per  necessità  una  retta  d’ intersezione  .  Questa  intersezione  rispetto 
alle  gobbe  di  second' ordine  viene  poi  completata  dall’altra  generatrice 
che  passa  pel  punto  di  contatto  ;  e  rispetto  a  quelle  di  grado  più  ele¬ 
vato  da  una  curva  che  passa  pel  punto  medesimo ,  e  che  sarà  sempre  di 
un  ordine  prossimamente  inferiore  a  quello  della  superficie  . 

§.  ao5.  Le  nostre  cognizioni  nella  teoria  generale  delle  superficie 
non  sono  così  avanzate  da  poter  stabilire  e  caratterizzare  tutte  quelle 
altre  superficie  ,  per  le  quali  il  piano  tangente  risulta  secante  nel  si¬ 
stema  di  due  curve  passanti  per  lo  punto  del  contatto  ,  come  abbiamo 
potuto  distinguere  quelle  per  le  quali  in  fenomeno  succede  nel  sistema 
di  due  rette  ,  ovvero  sia  di  una  curva  e  di  una  retta  .  Ma  peraltro 
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conosciamo  delle  superficie  di  quesla  natura,  e  tali  sono  ,  per  modo 
d’ esempio  ,  tutte  quelle  che  nascono  dalla  rivoluzione  di  una  cur¬ 
va  convessa  all’asse:  il  piano  è  puramente  tangente  del  toro  di  una 
colonna,  ma  se  si  consideri  l’altra  porzione  di  quesla  superficie  anu¬ 
lare  ,  generata  dalla  semicirconferenza  convessa  all’asse,  noi  riconosce¬ 
remo  assai  di  leggieri  ,  che  ogni  piano  tangente  sega  la  superficie  per 
una  linea  che  ha  un  punto  duplo  in  quello  del  contatto  .  Il  piano 
M'X'^Fig.  80.  Tav.  XXV  ,  tocca  la  superficie  nel  punto  F'— -  c  ,  eia  fìg&Q. 
taglia  nella  curva  M'X' —  cgm'g'chx'h'c  ,  che  passa  due  volte  pel  pun¬ 
to  F'  —  c  .  Queste  due  diverse  maniere  ,  secondo  le  quali  il  piano  può 
toccare  la  superficie  anulare  del  toro ,  vengono  distinte  1’  una  dall’  altra 
da  una  particolare  posizione  ,  e  da  un  particolare  contatto  .  Quando 
il  piano  tangente  è  perpendicolare  all’ asse  della  rivoluzione,  il  contatto 
delle  due  superficie  succede  nella  circonferenza  di  un  circolo  ,  la  quale 
divide  il  toro  in  due  regioni  per  ciascuna  delle  quali  han  luogo  i  due 
diversi  contatti. 

§..  20 6.  Per  formarsi  un’  idea  chiara  quanto  più  si  possa  della  natura 
di  questa  seconda  specie  di  contatto  ,  e  della  forma  di  quelle  superfìcie 
che  lo  patiscono  ,  riflettiamo  che  il  piano  tangente  di  una' superficie 
contiene  tutte  4e  tangenti  ,  che  si  posson  tirare  alla  superficie  medesima 
pel  punto  di  contatto  ,  §.  197.  Dunque  nella  prima  specie  di  contatto  , 
tutte  le  linee  tracciabili  sulla  superficie  curva  pel  punto  di  contatto  si 
trovano  da  una  medesima  parte  del  piano  tangente  ,  come  nella  sfera 
nell’  elissoide  etc.  ;  e  nella  seconda  ,  cioè  quando  il  piano  oltr’  essere 
tangente  è  anche  secante  ,  si  dividono  in  due  serie  collocate  contraria¬ 
mente  di  qua  e  di  là  del  piano  medesimo,  come  nelle  gobbe  etc.  Il 
passaggio  di  queste  linee  dalla  destra  alla  sinistra  del  piano  si  fa  per  due 
di  loro,  che  non  solamente  toccano  il  piano  medesimo  come  tutte  le 
altre  ,  ma  vi  hanno- contatto  del  second’ ordine  .  (*) 

Qualche  volta  succede  questo  passaggio  per  delle  linee  intieramente 
costituite  nel  piano  tangente  ,  come  nelle  gobbe  di  second’  ordine  ,  e 
qualch’altra  volta  in  parte  sì  ed  in  parte  no  ,  come  nelle  gobbe  di  più 


(*)  Che  questa  circostanza  debba  necessariamente  intervenire  ,  noi  lo  vedremo 
più  tardi  ,  Parte  VI.  §.  334- 
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allo  grado  .  Queste  sono,  particolarità ,  che  però  non  sortono  dalla  re¬ 
gola  generale  . 

§.  207.  Dal  vario  modo  secondo  che  il  piano  tocca  le  due  classi  di 
superfìcie  generabili  dalla  retta,  si  rileva  altresì  in  quali  maniere  pos¬ 
sano  toccarsi  fra  di  loro  .  Le  line  non  possono  toccare  le  altre  che  in 
un  punto  ,  ancorché  la  generatrice  delle  sviluppabili  si  accomuni  con 
quella  delle  gobbe;  ma  prese  famiglia  per  famiglia  sono  suscettive  di 
toccarsi  in  tutta  la  estensione  delle  loro  generatrici-. 

È  di  leggieri  a  comprendere  come  i  coni  cd  i  cilindri  possano  di¬ 
sporsi  a  contatto  fra  di  loro  in  questa  maniera  ,  e  con  qualunque  altra 
superfìcie  sviluppabile ,  ma  non  così  rispetto  alle  gobbe.  Si  consideri 
una  generatrice  della  superfìcie  gobba  più- generale ,  §.  101,  e  fissati 
arbitrariamente  tre  de  suoi  punti  si  intenda  il  piano  tangente  della  su¬ 
perficie  per  ognuno  di  loro  ,  il  quale  conterrà  in  se  medesimo  la  ge¬ 
neratrice  ,  §.  2o3.  Se  per  ciascuno  dei  punti  di  contatto  si  tiri  nel 
rispettivo  piano  tangente  una  retta  qualunque  ,  possono  le  tre  rette, 
che  risultano  da  questo  concetto  servire  per  direttrici  alla,  superfìcie 
di  un  iperboloide  ,  che  toccherà  la  superficie  gobba  in  tutta  la  lun¬ 
ghezza  della  generatrice  presa  a  considerare.  Questo  è  chiaro,  poiché 
la  generatrice  comune  passando  da  questa  posizione  alla  consecutiva  , 
tanto  sulla  gobba  che  sull’  iperpoloide  ,  si  mantiene  tuttavia  comune  ad 
ambedue  le  superficie . 

Ora,  in  ciascun  piano  tangente  si' possono  tirare  infinite  rette  diret¬ 
trici  ,  dunque  vi  ha  una  infinità  d’  iperboloidi  suscettive  di  toccare  le 
superficie  gobbe  secondo,  le  loro  generatrici  .  Allorché  poi  queste  tre 
direttrici  siano  parallele  ad  un  piano  ,,  V  iperboloide  tangente  si  tras¬ 
muta  in  una  paraboloide  iperbolica  ;  e  di  qui  che  le  superficie  gobbe 
possono  venir  toccale  alla  guisa  medesima  anche  da  infinite  parabo¬ 
loidi  iperboliche. 

§.  208.  Agevolmente  si  deriva  da  queste  considerazioni  ,  che  tanto  le 
sviluppabili  quanto  le  gobbe  ponno  venir  generate  per  opera  di  qualun¬ 
que  individuo  delle  rispettive  loro  famiglie.  IN oi  infatti  abbiamo  trat¬ 
tate  le  sviluppabili  siccome  Y  inviluppo  del  piano  ,  che  pure  non  esce 
dal  loro  grembo,  ed  avrebbesi  egualmente  potuto  riguardarle  come 
f  inviluppo  del  cono  o  del  cilindro  .  Discutendo  poi  le  gobbe  sott’ altro 
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aspetto  di  generazione  abbiamo  semplicemente  accennato  §.  ioo,di  che 
altre  superficie  del  medesimo  loro  genere  potevano  considerarsi  V  invi¬ 
luppo  ;  ed  ora  apparisce  manifesto,  come  in  realtà  tanto  l’iperboloi¬ 
de  quanto  il  paraboloide  possano  produrre  qualsivoglia  altra  superficie 

§.  209.  Ogni  linea  descritta  in  una  superficie  potendo  riguardarsi 
come  la  di  lei  intersezione  con  un’altra  superficie,  ne  viene  che  la  tan¬ 
gente  ,  in  ogni  punto  di  questa  linea,  sarà  determinata  dall  intersezione 
dei  due  piani  tangenti  in  quel  punto  medesimo  all  una  e  all  altra  su¬ 
perfìcie  .  Ognuno  di  questi  piani  è  tangente  della  linea  nel  punto  che 
si  considera  §§.  198  ,  197  ,  e  quindi  la  retta  ,  in  che  si  tagliano  scambie¬ 
volmente  ,  non  può  che  toccare  la  detta  linea  .  Qualora  poi  la  linea 
sia  piana  ,T  intersezione  del  proprio  piano  con  quello  che  toccala  su¬ 
perfìcie  in  un  dato  punto  di  essa  ,  costituisce  la  tangente  di  quel  punto  . 

§.  210.  Una  retta  che  sia  perpendicolare  al  piano  tangente  di  una 
superficie  passando  pel  punto  di  contatto  ,  si  chiama  la  normale  della 
superficie ,  e  tutti  i  piani  condotti  per  questa  retta  naturalmente  sono 
perpendicolari  alla  superfìcie  medesima  , 

§.  211.  Epilogando  le  particolarità  più  sostanziali  dei  contatti  delle 
linee,  e  delle  superficie,  si  vede  che  una  linea  ha  per  ogni  suo  pun¬ 
to  non  singolare  infiniti  piani  tangenti  ,  ed  una  retta  tangente  ,  che 
è  la  loro  intersezione  comune  ;  infinite  normali  ed  un  solo  piano 
normale,  che  ne  è  il  luogo  geometrico  .Al  contrario  le  superficie  per 
ogni  punto  non  singolare  ammettono  infinite  tangenti  ,  ed  un  solo 
piano  tangente  ,  luogo  geometrico  di  tutte  quante  ;  infiniti  piani  nor¬ 
mali  ,  ed  una  sola  normale,  intersezione  comune  di  tutti  que’ piani  . 

lezione  3. 

Tangenti  delle  curve  . 

§.  212.  Quando  non  si  hanno  mezzi  diretti  per  condurre  la  tangente 
di  una  curva  bisogna  valersi  di  costruzioni  meccaniche  ,  e  tra  queste 
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io  novero  eziandio  la  descrizione  delle  curve  eseguita  per  punti  .  I  prò* 
cessi  più  semplici  meritano  sempre  la  preferenza  ,  perciocché  la  com¬ 
plicazione  d’ ogni  lavoro  porta  con  se  necessariamente  la  inesattezza  . 

Per  esempio  si  possono  ottenere  le  tangenti  delle  curve  operando  in 
questo  modo:  si  assumano  due  rette  arbitrarie  nello  spaziose  combi¬ 
nandole  colla  curva  proposta  si  riguardino  queste  tre  linee  come  le  di¬ 
rettrici  di  una  superficie  gobba.  Noi  vedremo  al  §.  234.  come  effet¬ 
tivamente  si  possa  sempre  costruire  il  piano  tangente  delie  superficie 
gobbe  .  Si  descriva  dunque  quello,  che  tocca  la  nostra  superficie  ausi- 
liaria  hi  un  punto  della  curva  proposta  ,  e  questo  piano  conterrà  la 
tangente  della  curva,  che  corrisponde  a  quel' punto  medesimo  §.  197. 
Si  muti  poi  la  posi-zione  delle  due  rette  arbitrariamente  assunte  nello 
spazio,  e  si  ripeta  l’ accennata  costruzione,  con  il.  che  si  conseguirà* 
un  nuovo  piano  contenente  la  medesima  tangente  della  curva  .  Si  de¬ 
scriva-  dunque  la  intersezione  di-  questi  due  piani  ,  che  sarà  la  richie¬ 
sta  tangente. 

Questo  metodo  è  dovuto  al  Sig.  Hachette  ,  e  nella  Geometria  spe¬ 
culativa  potrà  forse  arrecare  qualche  vantaggio  ;  ma  certo  si  è  che  la 
moltitudine  delle  lince  d’  ogni  sorta  ,  che  là  d’  uopo  descrivere,  lo  ren¬ 
dono  sì.  complicato  e  laborioso  da  risultare  non  solo  fallace  ,  ma  as¬ 
solutamente  inapplicabile  . 

§.  2i3.  Nel  corso  della  presente  Lezione  io  impiegherò  dunque  i  me¬ 
todi  più  semplici  per  la  risoluzione  d’  ogni  quesito  .  Tuttavia  un  valente- 
disegnatore  supera  tutte  le  difficoltà  ,  ed  opera  esattamente  con  ogni  me¬ 
todo  :  la  descrizione  delle  linee  eseguita  per  punti ,  può  dirsi  che  nelle- 
sue  mani  perde  ogni,  causa  intrinseca  di>  errare  .  L’  abitudine  ed  un  po¬ 
co  di  sagacità  lo  fanno  reltissimamente  giudicare  sulla  forma  di  uiia 
curvategli  discerne  a  colpo,  d’occhio  se  ogni  punto  è  ben  allogato, 
e  tra  1’  uno  e  l’altro  nulla  più  rimane  d’  arbitrario  alla,  mano  operatrice . 

Ma  per  ben  giudicare  della  forma  di  una  curva  ,  ognuno  intende  quan¬ 
to  giovar  deve  lo  studio  delle  Matematiche  superiori  .  Il  poter  discer¬ 
nere  >  senza  la  menoma  pena  ,  se  la.  curva  è  piana  ,  s  ella  consta  di  più 
rami,  se- si  estende  all’infinito,  se  ha  degli  assi  n  toti ,  dei  punti  mul¬ 
tipli  ,  di  flesso  ,  di  regresso,  il  sapere  che  ini  tale  o  tal’  altro  caso  par¬ 
ticolare  ella  diviene  una  curva  cognita  ,  oppure  il  sistema  di  alcune  ret>. 


D‘  E  L  P  R  I  MT*  ORD'IDE.  1 4  I 

tè  ec.  sono  sussidj  che  giungono  a  caratterizzarla  sì  gagliardamente ,  io 
direi  quasi  da  non  poter  equivocare  la  sua  descrizione  .  Ecco  la  dii* 
ferenza  che  passa  tra  il  disegnatore  illuminato  dalla  teoria  ,  ed  il  di¬ 
segnatore  puramente  pratico  . 

§.  214.  Problema  i.  Data  una  linea  curva  nello  spazio  condurvi  la 
tangente  in-  un  punto  assegnato  . 

Intendendo  che  una  delle  linee  considerate  nel  §.  187  sia  retta ,  ap¬ 
parirà  facilmente  dalle  cose  dette  r  cerne  possa  risolversi  il  presente 
problema. 

Si  facciano  le  proiezioni  BAC  — bac  ,  Fig.  92;  Tav:  XXXIII.  ,  della  Jìg.c^i. 
eurva  ,  e  si  notino  quelle  A — a  del  punto  pel  quale  si  suol  condurre 
la  tangente.  Tirate  le  tangenti  DA  ,  da  alle  due  curve  ABC,  abc 
ne’  punti  A ,  ed  a,  saranno  manifestamente  DA  —  da  le  projezioni -della 
tangente  richiesta  . 

Corollario.  Per  tal  guisa  11“  problema  non  dipende  che  dalla  geome¬ 
tria  piana  ,  e  tutta  la  difficoltà  si  riduce  a  saper  condurre  delle  tan¬ 
genti  alle  curve  piane.  Il  qual, lavoro  potrà  venir  eseguilo  giovandosi 
delle  dottrine  geometriche,  qualora  le  curve  ABC,  abc  siano  sogget* 
labili  a  calcolose  qualora  non  si  richiedano  costruzioni  soverchiamente 
laboriose .  Un  esempio  lo  abbiamo  avuto  nel  §.  nly.  per  la  tangente 
dell’elica.  Altrimenti  si  potrà1  usare  con  maggior  comodo  il  metodo 
che  deriva  dalla  teoria»  del  §.187,8!  tiri  una- qualunque  secante  AB>, 
e  questa  si  faccia  girare  intorno  ad  A  finche  il  punto  B  coincide  collo 
stesso  A  ,  che  la  medesima  retta  sarà  divenuta  tangente  .  E  questo  mec¬ 
canismo  semplicissimo  si  può  eseguire  comodamente  colla  riga. 

§.  21 5.  Se  le  projezioni  della  curva  siano  linee  di-  seeond’  ordine ,  il 
problema  consente  risoluzione  geometrica .  Didatti  nel  punto  A ,  Fig.  g3  >  Jig-g3i 
destinato  per  condurvi  la  tangente  della  linea  ABC,  si  tiri  il  diame¬ 
tro  AP ,  e  per  qualunque  altro  punto  B  una  corda  in  direzione  arbi¬ 
traria ,  sulla  quale  si  noti  FFzz.  BE.  Pel  punto  F  si  conduca- una 
retta  parallela  al  diametro  sino  ad  incontrare  la  curva  in  C.  Gon  giun¬ 
gendo-  i  due  punti  B ,  G  con  una  relta^,  risulterà  essa  naturalmente  di¬ 
visa  a  mezzo  in  H  dal  diametro  AP  ,  e  quindi  conducendo  per  A  una 
netta  AD  parallela  alla  BC  sarà  questa  tangente  della  curva  nel  punto  A. 

§•  2l6-  Se  si  tratterà  di  condurre  la.  tangente  di  una  curva  per  un- 
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punto  assegnato  indistintamente  nello  spazio ,  oppure  parallelamente  ad 
una  retta  fissata  di  posizione,  la  quistione  può  essere  bene  spesso  im¬ 
possibile  ,  perchè  più  che  determinata  .  E  pertanto  sarà  bene  che jnnan- 
zi  tratto  osserviamo  quali  sono  le  condizioni  della  sua  possibiltà  . 

Si  figuri  una  curva  nello  spazio,  e  ad  essa  condotte  tutte  le  tan¬ 
genti  .  Avranno  queste  per  luogo  geometrico  una  superficie  sviluppa¬ 
bile  .  Dunque  ,  acciocché  sia  possibile  di  condurre  una  tangente  alla 
curva  per  un  dato  punto  dello  spazio ,  fa  duopo  eli’  egli  sia  collocato 
in  questa  superficie  ;  e  sarà  mestieri  altresì  ,  che  la  retta  parallelamente 
a  cui  si  voglia  condurcela  stessa  tangente ,  sia  parallela  a  qualche  ge¬ 
neratrice  della  medesima  superficie  sviluppabile.  Quando  la  curva  è  pia¬ 
na  il  luogo  geometrico  delle  sue  tangenti  è  il  piano  medesimo ,  e  là 
di  bisogno  per  conseguenza  che  il  punto  sia  in  questo  piano  ,  e  che 
la  retta ,  se  ne  esce ,  gli  sia  parallela  . 

Ci  proporremo  dunque  questi  due  problemi  in  modo  che  possano 
verificarsi  sempre  le  condizioni  necessarie  per  la  loro  solubilità. 

§.  217.  Problema  2.  Per  un  punto  dello  spazio  condurre  la  tangente 
di  una  curva  . 

//g.94.  Sia  ABC — abe  ,  Fig.  94  ,  la  cu rva  ,  e  sia  rappresentalo  in  O  il  pun¬ 
to  assegnato  .  Questo  punto  è  determinato  con  una  sola  proiezione  , 
perchè  si  ammette  la  condizione  ,  che  debba  trovarsi  nella  superficie  svi¬ 
luppabile  di  cui  si  è  ragionato  nel  paragrafo  antecedente. 

Si  tiri  per  O  una  tangente  alla  proiezione  ABC  della  curva  ,  e  verrà 
determinata  una  delle  projezioni  B  del  punto  di  contatto  .  L’  altra  b 
si  determini  in  corrispondenza  della  prima  ,  e  per  essa  facciasi  passa¬ 
re  una  tangente  alla  curva  abe  §.  214  ,  che  saranno  notoriamente 
BO  —  bo  le  projezioni  della  tangente  richiesta. 

L’ altra  projezione  o  del  punto  dato  si  deve  poi  trovare  nella  bo , 
e  quindi  si  desume  dalla  prima  col  solilo  criterio  . 

Corollario  .  Se  la  curva  ABC  sia  geometrica  f  operazione  di  con¬ 
durvi  la  tangente  da  un  punto  O  potrà  essere  sussidiata  dall’  appli¬ 
cazione  delle  di  lei  proprietà  .  Altrimenti  ,  e  qualora  riuscissero  penose 
di  troppo  le  costruzioni ,  si  tiri  per  la  data  projezione  O  una  secante 
arbitraria  della  curva  ,  e  si  faccia  girare  d’  intorno  a  lui  finché  due 
dei  punti  ne’ quali  la  retta  taglia  la  curva  vadano  a  coincidere  insieme, 
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die  allora  la  secante  sarà  divenuta  tangente  .  Ed  ognuno  comprende 
che  questo  meccanismo  può  benissimo  essere  eseguito  colla  riga. 

§  218.  Nel  caso  che  le  projezioni  della  curva  obbiettiva  siano  linee 
di  second’  ordine  ,  si  può  sempre  ottenere  la  soluzione  del  quesito  per 
via  di  costruzioni  geometriche  .  Per  la  projezione  o  del  punto  assegna¬ 
to,  Fig.  q5  ,  si  tirino  due  secanti  arbitrarie  oab  ,  ode ,  della  proje- fig. 
zione  abed  .  Indi  le  rette  bc  ,  ad  concorrenti  in  f,  e  poi  le  bd  ,  eie 
convergenti  in  e  .  Condotta  la  retta  fe  ,  i  punti  t ,  t'  ,  nei  quali  tra¬ 
passa  la  curva  dinoteranno  quelli  del  contatto  delle  due  tangenti  ot ,  ot , 
che  si  possono  condurre  alla  curva  medesima  dal  punto  o . 

Per  rendersi  ragione  di  questa  costruzione  semplicissima  ,  nel  circolo 
della  Fig.  96,  sia  inscritto  un  rettangolo  ABCD  .  Pel  punto  E  in  cui  Jìg 
si  riuniscono  le  diagonali  A C ,  BD  ,  si  tiri  una  retta  TT'  parallela 
ai  lati  BC ,  AD  .  Conducendo  poi  dui  punti  7)  T[  due  rette  TO  ,  T'O 
parallele  agli  altri  due  lati  AB  ,  CD  del  rettangolo  ,  è  chiaro  per  la  geo¬ 
metria  elementare ,  che  queste  rette  sono  tangenti  del  circolo  nei  punti 
T ,  e  T' .  Ora  ,  s’ intenda  eseguita  sopra  qualunque  piano  la  projezione 
concorrente  di  questo  sistema ,  e  facciamone  una  succinta  analisi. 

La  circonferenza,  si  projétterà  in  qualunque  altra- delle  linee  di  se- 
cond’ ordine  .  Le  rette  parallele  BF ,  TF ,  AF  ec.  in  rette  concor¬ 
renti  ad  un  medesimo  puntò,  che  potiamo  designare/*;  e  così  pure 
le  TO  ,  B  O  ,  CO  ,  ec.  in  altre  rette  che  tutte  convengono  ad  un  solo 
punto  o  .  Ambedue  queste  proposizioni  sono  chiarissime  :  la  prima  per¬ 
chè  il  circolo  si  projetta  per=  mezzo  d’ un  cono  ordinario ,  e  la  secon¬ 
da  per  la  geometria  dei  piani  .  Inoltre  ,  i  punti  comuni  alle  obbietti- 
ve  sia  per  intersezione  sia  per  contatto  ,  si  projetteranno  in  punti  si¬ 
milmente  comuni ,  vale  a  dire  quelli  di  contatto  in  punti  di  contatto, 
e  quelli  d’intersezione  in  altri  punti  secanti .  Tutto  questo  accade  nelle 
projezioni  concorrenti  come  nelle  ortogonali  .  Dunque  le  projezioni  delle 
due  rette  TO  y  T'O  convergenti  nel  punto  o  ,  saranno  inoltre  tangenti 
alla  projezione  del  circolo  ,  nei  punti  che  rappresentano  T,  e  T'  ; 
ed  i  punti  del  contatto  si  troveranno  poi  costituiti  nella  projezione 
della  retta  TEF ,  cioè  nella  retta  che  unisce  la  projezione  del  punto 
E  col  punto /*,  in  cui  si  riuniscono  assieme  le  projezioni  delle  due 
rette  BF j  AF.  Dal  che  si  vede,  che  la  Fig.  y5.  può  sempr’ essere  la 
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projezione  della  Fig.  96  ,  e  clic  quindi  è  legittima  la  costruzione  ese¬ 
guita  per  disegnare  i  punti  t ,  t'  del  contatto  delle  tangenti  ,  che  si 
spiccano  dal  punto  o  . 

§.  219.  Problema  3.  Data  una  curva  «ed  una  retta  ,  tirare  una  tan¬ 
gente  alla  curva  che  sia  parallela  alla  retta  . 

Jìg. 97.  Sia  A  GB  —  acb  la  curva  ,  Fig.  97  ,  e  si  progetti  in  PQ  sovra  uno 
de’  piani  coordinati  la  proposta  retta  . 

Si  tiri  una  tangente  C  T  alla  projezione  ACB  ,  che  sia  parallela  alla 
PQ  »  Trovata  sulla  curva  abc  l’altra  projezione  c  del  punto  di  con¬ 
tatto  ,  si  conduca  la  tangente  et  della  curva  acb ,  che  saranno  CT  —  et 
le  projezioni  della  tangente  dimandata  . 

La  cosa  è  evidente,  poiché  la  retta  di  condizione  è  determinala  con 
lina  sola  projezione.,  e  l’altra  non  può  essere  che  parallela  alla  et  §.  216. 

Corollario.  Per  tirare  la  tangente  CT  si  cominci  dal  descrivere  una 
secante  AB  parallela  alla  PQ  ,  ed  indi  si  faccia  muovere  parallela  a 
se  medesima  fino  a  che  i  due  punti  A  ,13  d’intersezione  si  riunisco¬ 
no  assieme  in  C  -  Questo  si  fa  comodamente  per  ministero  dei  notis¬ 
simi  strumenti  atti  a  delincare  rette  parallele  . 

§.  220.  Se  le  projezioni  della  proposta  linea  sono  di  second’  ordi¬ 
ne,  il  problema  si  risolve  geometricamente.  Siano  condotte  due  cor- 
fig.<j&.  de  AB  ,  CD  ,  Fig.  98,  parallele  alla  projezione  PQ  della  retta  data., 
le  quali,  divise  a  mezzo  in-//,  e  K ,  determineranno  la  direzione  del 
diametro  a  foro  conjugato.  La  retta  HK  segnerà  dunque  i  punti  7’,  T‘ 
del  contatto,  pei  quali  facendo  passare  due  rette  TO  ,  TO'  parallele 
alla  PQ ,  saranno  tangenti  della  linea  di  second’ ordine  ABCD . 

§.  221  Problema  l\.  Ad  una  data  linea  condurre  una  tangente  che 
sia  parallela  ad  un  piano. 

Assumendo  i  piani  coordinati  in  modo ,  che  uno  risulti  perpendico¬ 
lare  a  quello  di  condizione  ,  il  presente  problema  è  ridotto  conforme 
fig.  97.  al  precedente.  Didatti  la  tangente  CT  —  et ,  Fig.  97.,  è  parallela 
al  piano  projettante  la  PQ  §.  17.,  e  questo  piano  viene  ad  essere 
quello  assegnato  dalla  condizione  del  quesito  . 

§.  222.  Problema  5.  Essendo  date  iu  un  piano  due  curve  descri¬ 
vere  una  retta  che  le  tocchi  ambedue . 
ftg.99.  Siano  PQRS ,  P.Q'R'S'.  le  due  linee  date,  Fig.  99.  Per  un  punto 
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Q  d’  una  di  loro  si  tiri  la  tangente  QA  ,  e  parallelamente  a  lei  si 
meni  una  tangente  Q'C  all’altra  curva  §§.  2 14. ,  2 19.  Pel  punto  Q'  di 
contatto  si  diriga  una  retta  Q'A  perpendicolare  alle  due  tangenti . 

Se  QA  fosse  la  tangente  ricercata  ,  A  sarebbe  il  punto  del  suo  con¬ 
tatto  colla  linea  P'Q'R'S'  .  È  facile  a  convincersene  immaginando  che 
la  detta  curva  muovendosi  parallela  a  se  medesima  rechi  il  punto  Q\ 
in  A  .  Se  dunque  si  cangi  luogo  al  punto  Q  sulla  linea  PQRS ,  ed 
in  quant’ altre  stazioni  si  voglia,  vengano  ripetute  le  medesime  ope¬ 
razioni,  si  otterrà  una  serie  di  punti  A' ,  A‘l r,  A"' ,  A"'!  ec.  come  A  . 
Ciascuno  di  questi  sarebbe  ,  al  pari  di  A ,  il  punto  di  contatto  della 
tangente  richiesta  colla  curva  P'Q'R'S' ,  se  la  corrispondente  stazio¬ 
ne  del  punto  Q  fosse  il  punto  di  contatto  della  medesima  tangente 
colla  curva  PQRS  . 

La  curva  AA'A"  .  .  .  ,  luogo  geometrico  di  tutti  questi  punti,  con¬ 
terrà  necessariamente  quello  in  che  la  tangente  dimandata  toccar  de¬ 
ve  la  curva  P'Q'R'S'  .  E  però  sarà  questo  il  punto  R' ,  ove  le  due 
curve  si  tagliano  scambievolmente ,  dal  quale  guidando  la  tangente  della 
curva  P'Q'R'S' ,  si  avrà  disciolto  il  quesito  ,  perchè  essa  toccherà  ezian¬ 
dio  l’altra  curva  PQRS  nel  punto  R  . 

§.  223.  Non  è  difficile  a  vedere,  che  il  metodo  usato  per  sciogliere 
1’  antecedente  problema  ,  consiste  in  una  specie  di  falsa  posizione  .  In 
fatti  si  mettono  alcune  supposizioni  dalle  quali  si  deduce  una  serie 
di  punti  ,  e  ciascuno  d’  essi  sarebbe  quello  che  si  cerca  ,  se  la  suppo¬ 
sizione  che  lo  ha  prodotto  fosse  stata  legittima  .  Mediante  questi  ri¬ 
sultati  erronei  si  perviene  poi  a  discoprire  il  punto  che  si  cerca  .  Il 
loro  luogo  geometrico  è  una  linea,  che  deve  contenere  altresì  il  pun¬ 
to  ricercato  ,  perchè  egli  è  uno  di  quelli  della  serie  cui  han  dato  luo¬ 
go  le  supposizioni  . 

Per  questo  motivo  il  Sig.  Hachette  ha  nominato  curve  d’  errore 
quelle  che  si  determinano  come  la  AA'A"  .  .  .  . ,  per  servire  ausiliar¬ 
mente  alla  risoluzione  di  qualche  quesito  . 

Il  metodo  può  essere  molto  fecondo  per  le  operazioni  della  Geo¬ 
metria  Descrittiva  ,  avvegnaché  può  venire  adoperato  ogni  qual  volta 
la  risoluzione  di  una  questione  grafica  dipende  dalla  determinazione 
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di  un  punto,  ina  richiede  un  pò  di  spirito  d’invenzione  per  discuo- 
prire  il  processo  della  operazione  conveniente  ad  ogni  uopo  . 

§.  22-4-  Il  problema  di  condurre  la  tangente  comune  a  due  linee  di 
secondo  grado  può  sciogliersi  con  delle  costruzioni  geometriche  .  Egli 
è  però  di  non  piccola  difficoltà  ,  cosicché  i  ragionamenti  riescono  so¬ 
verchiamente  lunghi,  e  le  costruzioni  sommamente  complicate,  a  tal 
grado ,  che  per  la  pratica  delle  Arti  io  penso  sempre  mai  di  più  co¬ 
moda  e  sicura  applicazione  il  metodo  generale  del  §.  222. 

§.  i2Ò.  Problema  6.  Essendo  dato  un  cono  ed  un  piano  che  taglia 
ambedue  le  falde,  si  ricercano  gli  assintoti  di  cpiesta  intersezione. 
Jìg-^-  Il  sistema  delle  superficie  proposte  sia  quello  della  Fìg.  78.  Tav.  XXIII. 

I  punti  all’infinito  dei  due  rami  BNB' — - En ,  DGD'  —  dg  della 
curva  d’intersezione  giacciono  sopra  i  due  lati  $£1'  —  Fo ,  <t>'n  —  Fo 
del  cono  §.  161.  Basterà  dunque  trovare  i  piani  tangenti  al  cono  se¬ 
condo  questi  due  lati ,  e  le  loro  intersezioni  col  piano  LEd  saranno 
le  tangenti  dell’  iperbola  BNB'D'GD  —  Ed  nei  punti  infinitamontc 
lontani,  cioè  i  di  lei  assintoti  §.  209. 

Tirata  la  tangente  <$n  del  circolo  BB'  D'D  si  avrà  in  essa  la  trac¬ 
cia  del  piano  ,  che  tocca  il  cono  nell’elemento  —  Fo  .  Noi  lo  di¬ 
mostreremo  al  §.  228.  Dunque  il  punto  A  in  cui  taglia  la  traccia  LE 
del  piano  segante  il  cono  è  un  punto  dell’ assintoto  .  La  intersezione 
del  piano  tangente  col  piano  secante  LEd  è  poi  necessariamente  pa¬ 
rallela  al  lato  0£Z' — Fo  ;  e  per  conseguenza  descrivendo  pel  punto  A 
una  retta  Ar'  parallela  alla  $£V  ,  sarà  AT' — Ed  uno  dei  due  assintoti 
dell’  iperbola  ..  L’  altro  AT  —  Ed  si  determina  nell'  istesso  modo  . 

§.  226.  Problema  7.  Condurre  la  tangente  dell’intersezione  di  due 
cilindri  per  un  punto  assegnato  . 

Sia  S  — -  s  il  punto  pel  quale  trattasi  di  condurre  codesta  tangen- 
/7g\8 1.  te  Fìg.  81..  Tav.  XXVI. 

Due  piani  che  siano  tangenti  uno  al  cilindro  ABCG  —  abg ,  e  l’al¬ 
tro  al  DELN — din,  nel  punto  S  —  s  si  tagliano  scambievolmente 
nella  retta  che  scioglie  il  problema  §.  209. 

Questi  piani  toccano  poi  i  cilindri  secondo  i  lati  QS  —  qs  ,  RS  —  rs 
§•  229.  Dunque  RQ  è  la  traccia  del  piano  tangente  al  cilindro 
ABCJS  —  abn  nel  punto  S — s ,  e  per  conseguenza  QRS  —  qrs  sat 
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rà  il  dello  piano  tangente  .  Il  piano  poi ,  che  tocca  1’  altro  cilindro 
nel  punto  S  —  s  passa  per  la  retta  QS  — -  qs  ,  la  quale  per  conse¬ 
guenza  viene  ad  essere  la  scambievole  intersezione  de’  piani  tangenti  ai 
due  cilindri  nel  punto  S —  Sj  cioè  la  tangente  della  loro  intersezio¬ 
ne  in  questo  medesimo  punto  . 

Corollario  .  Di  qui  si  vede  che  nel  determinare  la  intersezione  di 
due  cilindri  ,  allorché  dessa  è  finita  ,  i  piani  che  la  limitano  come 
QRS  qrs  danno  le  tangenti  QS —  qs  dei  punti  estremi  della  linea 
d’ intersezione  fra  le  due  superficie  .  Cognizione  di  gran  rilievo  per 
disegnare  esattamente  simili  curve  . 

E  lo  stesso  dicasi  rispetto  alla  intersezione  dei  coni  fra  di  loro  ,  e 
coi  cilindri  . 

LEZIONE  4* 

Piani  tangenti  alle  superficie  per  un  determinato  punto  di  contatto  . 

——•cocce— — 

§.  227.  Prima  di  venire  alla  costruzione  de’  piani  tangenti  delle  su¬ 
perficie  ,  noteremo  che  il  modo  più  adatto  per  le  operazioni  grafiche 
della  Geometria  Descrittiva  deriva  dal  principio  enunciato  nel  §.  198. 
secondo  il  quale,  il  piano  medesimo  resta  sempre  determinato  da  due 
tangenti  della  superficie,  tirate  arbitrariamente  pel  punto  di  contatto  . 

Se  poi  la  superficie  sia  sviluppabile  o  gobba  basterà  condurne  una  so¬ 
la  ,  invece  dell’altra  potendo  servire  la  generatrice  della  superficie  5  e 
per  le  gobbe  di  secondo  grado  non  vi  è  nemmeno  questo  bisogno  , 
postocchè  due  generatrici  rettilinee  passano  per  ogni  singolo  punto  di 
queste  superficie  . 

§.  228.  Problema  1.  Data  uua  superficie  conica  condurvi  il  piano 
tangente  in  un  dato  punto  . 

Le  superficie  coniche  sono  date  per  mezzo  di  una  linea  direttrice  e 
del  vertice  ,  colle  quali  cose  si  possono  trovare  facilmente  ,  §.  159.  , 
le  loro  traccie  sui  piani  coordinati.  Sia  dunque  ABF  ,  Fig.  100.  fig.ioo. 
Tav.  XXXIV.  ,  la  traccia  sul  piano  (I.)  del  cono  proposto  ,  N —  n  il 
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vertice,  e  P  una  projezione  del  punto  assegnato  .  L’  altra  p  si  desume 
come  al  §.  68. 

Il  piano  tangente  in  P  —  p  deve  passare  per  la  generatrice  NQ  —  nq  , 
e  toccare  la  superficie  in  qualunque  altro  punto  di  questo  lato  §.  20 3.  , 
per  la  qual  cosa  tanto  sarà  determinare  codesto  piano  rispettivamente 
al  punto  P  —  p  ,  quanto  rispetto  all’  altro  Q  —  q  . 

Si  tiri  dunque  pel  punto  Q  la  tangente  QT  della  traccia  ABV 
del  cono,  e  sarà  questa  la  traccia  del  richiesto  piano  tangente  .  Vo¬ 
lendo  poi  compierne  la  sua  rappresentazione  grafica  ,  non  si  avrà  che 
da  procedere  analogamente  al  §.  26. ,  vale  a  dire  condurre  per  P  una 
retta  PS  parallela  alla  tangente  QT,  e  per  p  una  parallela  alla  MX , 
indi  determinare  il  punto  s  ove  la  retta  PS  —  ps  incontra  il  piano  (II. J. 
Quest’ è  un  punto  del  piano  tangente  perchè  la  retta  PS — ps  è  pa¬ 
rallela  alla  QT —  TX,  e  passa  pel  punto  P — p  .  Dunque  la  retta 
Ts  sarà  l’altra  traccia  del  piano  QTs  tangente  a]  cono  pel  punto 
dato  P  —  p  .  v 

§.  229.  Problema  2.  Rappresentare  il  piano  tangente  ,  in  un  dato 
punto  ,  di  una  superficie  cilindrica  . 

La  costruzione  e  la  dimostrazione  usata  per  sciogliere  il  problema 
antecedente  non  dipendono  dalla  distanza  del  vertice,  e  perciò  si  adat- 
tano  eziandio  al  caso  che  sia  infinita  ,  vale  a  dire  che  il  cono  degene¬ 
ri  nel  cilindro  .  Invece  di  avere  fra  i  dati  del  problema  il  vertice  ,  vi 
sarà  sostituito  quello  di  ana  generatrice  ,  o  di  una  retta  ad  asse  pa¬ 
rallela  ,  come  nel  problema  del  §.  69. 

§.  23o.  Nè  sussiste  tutto  ciò  soltanto  in  questi  due  casi  particolari 
delle  superficie  sviluppabili,  ma  chiaramente  si  vede,  che  ogni  parte 
del  lavoro  è  onninamente  applicabile  anche  al  caso  generale .  Di  ma¬ 
niera  che  dunque,  senza  costruzioni  di  una  maggiore  difficoltà ,  si  può 
condurre  il  piano  tangente  di  qualsivoglia  superficie  sviluppabile  . 

§.  23 1.  Problema  3.  Per  un  data  punto  della  paraboloide  iperbo¬ 
lica  condurvi  un  piano  tangente  . 

Per  sciogliere  questo  problema  basta  determinare  le  due  generatrici 
della  superficie  che  passano  pel  punto  di  contatto  .  Al  che  è  ordi- 
fig.\Q\. nata  la  Fig.  ioi  ,  ove  per  semplificare  le  costruzioni  più  che  si  può,  è 
stalo  assunto  il  piano  (li.)  parallelo  alle  due  direttrici  A  A  —  aa'  ?BB — bbj 
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delia  superficie ,  ed  il  (I.)  perpendicolare  al  piano  direttore  tqB  della 
medesima  superficie  .  Finalmente  è  data  in  O'  la  projezione  del  punto 
di  contatto  . 

Fatto  passare  per  O'  il  piano  t'q'B'  parallelo  ai  direttore  tqB  ,  verrà 
subito  determinata  1’  altra  projezione  o'  del  punto  di  contatto  nella  se¬ 
conda  projezione  b'a'  della  generatrice  rappresentata  sul  piano  (I.)  in 
B'A'  .  Condotta  poi  per  O'  la  O'O  parallela  alla  MX  ,  e  trovata  la 
projezione  o  corrispondente  alla  O,  sarà  OO' —  od  1’  altra  generatri¬ 
ce,  che  passa  pel  punto  O'  — o'§.  no  .  Dunque  il  piano  di  queste  due 
generatrici  è  quello  che  tocca  la  superficie  in  O'  —  o'  .  Per  esprimerlo 
poi  graficamente  osserviamo  che  la  generatrice  i B'A'  —  b'a'  incontra  il 
piano  (I.)  nel  punto  H ,  ed  il  (II.)  nel  punto  r,  come  pure  che  la 
generatrice  OCA — od  incontra  il  piano  (I.)  in  K,  e  riconosceremo  su¬ 
bito  in  KP ,  Pr  le  traecie  del  piano  tangente. 

Corollario  .  Cangiando  posizione  al  punto  di  contatto  O' — o'  ,  ma 
in  modo  eh’  ei  rimanga  sempre  sulla  generatrice  B'A'  —  b'a'  il  piano 
tangente  KPr  passerà  sempre  per  questa  generatrice  §.  204  .  Dunque 
se  un  piano  ruoti  intorno  una  generatrice  del  paraboloide  ,  si  man¬ 
tiene  costantemente  tangente  della  superficie  in  un  punto  della  mede¬ 
sima  generatrice  ,  e  le  traecie  di  questi  piani  tangenti  passeranno  tutte 
pel  punto  H  quelle  del  piano  (I.),  e  per  r  quelle  del  (IL).  Altrettanto 
deve  accadere  se  quel  piano  ruoli  intorno  la  generatrice  OO' —  oo',  e 
perciò  si  manterrà  in  ogni  posizione  tangente  della  superficie  in  qual¬ 
che  punto  di  questa  seconda  generatrice  . 

232.  Problema  4-  Proposta  qualunque  superficie  gobba  che  abbia 
un  piano  direttore,  ed  indicata  la  projezione  orizzontale  d’uno  de’suoi 
punti  ,  si  ricerca  il  piano  tangente  della  superficie  in  quel  punto  . 

Si  stabilisca  il  piano  (II.)  parallelo  al  piano  direttore  della  superficie , 
e  sieno  A  A'  —  aa' ,  BB'  —  bb'  le  due  curve  direttrici  ,  O  la  projezione 
del  punto  assegnato  pel  contatto  ,  Fig.  102.  Tav.  XXXV. 

Condotta  per  O  la  retta  PQ  parallela  ad  MX  si  avrà  la  projezione 
della  generatrice  che  passa  pel  punto  indicato  in  O.  L’altra  projezione 
di  questa  generatrice ,  come  pure  la  corrispondente  alla  O,  si  desumo¬ 
no  dalle  prime  .  Per  li  quattro  punti  P  ,  Q  ,  p ,  q  si  conducano  delle 
tangenti  rispettivamente  alle  curve  AA' ,  BB' ,  aa’ ,  bb'  ,  e  si  assumano 
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le  rette  PP'  —  pp'  ,  QQ'  —  qq'  come  direttrici  di  un  paraboloide  iper¬ 
bolico  ,  che  abbia  lo  stesso  piano  direttore  della  superficie  gobba  .  Que¬ 
sto  paraboloide  sarà  tangente  alla  superficie  gobba  in  tutta  la  estensione 
della  generatrice  PQ  —  pq ,  §.  207  ;  e  perciò  il  piano,  che  toccherà 
la  paraboloide  nel  punto  O  —  o,  sarà  altresì  tangente  della  superficie 
gobba  §.202.  Dunque  il  presente  problema  è  ridotto  all’antecedente, 
perchè  basta  condurre  per  O  —  o  un  piano  tangente  alla  paraboloide  . 

Corollario  1.  11  piano  tangente  sega  il  paraboloide  nelle  due  gene¬ 
ratrici  ,  che  passano  pel  punto  di  contatto  O  —  o  ,  e  la  superfìcie  gobba 
nella  generatrice  PQ  —  pq  ,  ed  in  una  curva  ,  che  tocca  l’altra  gene¬ 
ratrice  del  paraboloide  nel  punto  O  —  o  .  Quindi  è  ,  che  rotando  il 
piano  tangente  intorno  la  generatrice  PQ — pq  ,  cangerà  situazione  so- 
YTa  di  lei  il  punto  di  contatto  anche  per  la  superficie  gobba  ;  ma 
non  così  rispetto  all’  altra  generatrice  del  paraboloide  ,  che  passa  per  lo 
stesso  punto  .  Girando  intorno  a  lei  il  piano  non  può  mantenersi  tan¬ 
gente  alla  superficie  gobba  . 

Corollario  2.  Se  la  superficie  gobba  sia  conoidica  ,  cioè  abbia  una 
direttrice  retta  ,  allora  naturalmente  ,  per  condurvi  il  piano  tangente  , 
non  si  ha  che  da  tirare  la  tangente  alla  direttrice  curva  ,  e  tutto  il  re¬ 
sto  sussiste  come  prima  . 

§.  233.  Problema  5.  Per  un  punto  dell’  iperboloide  di  una  falda  con¬ 
durre  il  piano  tangente  alla  superficie . 

.  io3.  Siano  ,  Fig.  io3  ,  A  A'  —  aa'  ,  BB'  —  bb' ,  CC'  —  cc' ,  le  tre  diret¬ 
trici  ,  e  P  —  p  il  punto  assegnato  pel  contatto  .  Noi  ritenghiamo  data 
la  generatrice  CC'_  —  cc' ,  poiché  può  sempre  determinarsi  colle  rego¬ 
le  del  §.  104  . 

Si  notino  due  punti  D  —  d ,  E  —  e  sopra  una  delle  altre  direttri¬ 
ci.  Le  rette  PD  —  pd  ,  PE — pe  incontrano  il  piano  verticale  che  si 
projetta  in  AA'  nei  due  punti  F  —  f  ,  G  —  g  .  Dunque  le  rette 
FG — fg  ,  A  A'  —  aa'  si  tagliano  nel  punto  II — /«.Ma  la  prima  di 
queste  rette  esiste  nel  piano  condotto  pel  punto  P  —  p  e  per  la  diret¬ 
trice  BB'  —  bb'  ;  cosicché  il  punto  II — 7/ viene  altresì  ad  essere  la  in¬ 
tersezione  del  medesimo  piano  colla  terza  direttrice  A  A'  —  aa'  .  Per 
conseguenza  è  determinata  l’altra  generatrice  IIP  —  hp ,  che  passa  pel 
punto  P  —  p  dell’  iperboloide  §§.  io5  ,  106  .  Dunque  il  piano  tangente  nel 
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piìnlo  P — p  resta  determinato  colle  due  generatrici  CC — cc',HP  —  hpr 
ed  evidentemente  poi  le  sue  traccie  KCM ,  MI . 

Corollario  Anche  per  1’  iperboloide  sussiste  la  stessa  proprietà  di¬ 
mostrata  al  §.  j  3 1  pel  paraboloide ,  cioè  che  il  piano  tangente  rivolgen¬ 
dosi  intorno  1’  una  o  1’  altra  generatrice  si  mantiene  sempre  tale  ,  ed  il 
punto  di  contatto  va  percorrendo  tutti  quelli  che  sono  allogati  nelle 
due  generatrici . 

§.  234.  Problema  6.  Condurre  il  piano,  tangente  di  una  superficie 
gobba  a  tre  direttrici  . 

Questo  problema  non  ha  differenza  alcuna  da  quello  risoluto  al  §.  232- 
intorno  le  superficie  gobbe  che  hanno  un  piano  direttore  r  e  potrà  di 
leggieri  adattarsi  quella  costruzione  e  suoi  corollari  colla  guida  del  §.  io3. 

§.  235.  Problema  7.  Per  un  punto  indicato  sovra  una  superficie  di 
rivoluzione  tirarvi  il  piano  tangente  . 

Sia  A  —  aa' ,  Fig,  io4-  Tav.  XXXVI. ,  l’asse,  BB' — bel)' c' la  ge-Jig.  104. 
neratrice  e  sia  O  la  projezione  del  punto  di  contatto . 

Bisogna  prima  di  tutto  trovare  1’  altra  projezione  di  questo  punto; 

Per  tal  fine  si  descriva  col  centro  A  e  col  raggio  AG  l’arco  OP  ,  e 
da  P  si  tiri  una  perpendicolare  alla  MX ,  che  seghi  la  projezione  ver¬ 
ticale  della  generatrice  ne’  punti  p  ,  p'  .  I  due  punti  P — p,P — p[ 
nella  rivoluzione  di  questa  curva  descrivono  due  circoli  paralleli 
OP — op  ,  OP  —  o'p' ,  sopra  ognuno  de’ quali  si  trova  un  punto  della 
s-uperficie  ,  projettato  in  O  sul  piano  (I.),  di  cui  si  possono  determi¬ 
nare  le  corrispondenti  projezioni  0,  o'  col  solito  criterio  . 

Fissiamo  il  punto  O — 0  per  condurre  il  piano  tangente  ,  e  fac- 
ciam  uso  della  tangente  ,  alla  generatrice  ed  al  parallelo  .  Quella  deb 
circolo  parallelo  sarà  orizzontale,  sr  projetterà  sul  piano  (II.)  nella  po  r 
e  sul  (I.);  nella  OZI  tangente  al  circolo  PO  nel  punto  0>.  Essa  incontra 
il  piano  (II.)  nel  punto  r. 

Ora,  postocchè  il  piano  tangente  passa  per  la  retta  orizzontale  OR —  or,, 
ne  segue  eh’  egli  avrà  per  traccia  orizzontale  una  retta  parallela  alla  stessa 
OR  .Se  dunque  si  costruisca  il  punto  T7' ,  nel  quale  là  tangente  della 
generatrice  nel  punto  O  —  o  incontra  il  piano  (I.)  ,  sarà  risoluto  il 
problema  . 

Consideriamo  il  punto  O — o  nella  posizione  P — p ,  ed  è  subito- 
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determinabile  la  traccia  orizzontale  T  della  tangente  pt —  PT.  Ma  la 
posizione  relativa  dei  due  punti  P ,  e  T  non  può  alterarsi  perla  tra¬ 
slazione  di  P  in  O  ,  perchè  in  modo  alcuno  non  si  altera  il  contatto 
della  retta  PT  —  pt  colla  generatrice/  e  per  conseguenza  il  punto  T 
percorrerà  un  arco  di  circolo  di  centro  A  e  di  raggio  A  T .  All’  ori¬ 
gine  poi  del  movimento  il  punto  T  si  trova  innanzi  al  meridiano  AP 
della  quantità  circolare  T'  T,  e  però  anche  alla  fine  dovrà  precedere 
il  meridiano  AO  di  una  quantità  V'  T'  —  VT ,  e  sarà  per  tal  modo 
determinato  il  punto  T' ,  nel  quale  la  tangente  della  generatrice  con¬ 
dotta  per  O  raggiunge  il  piano  (I.)  . 

Tiriamo  dunque  per  questo  punto  la  retta  T'H  parallela  alla  OR , 
ed  indi  la  IJr  ,  che  saranno  TTI ,  Hr  le  traccie  del  piano  tangente 
la  superficie  nel  punto  O  —  o  . 

Corollario  .  Il  piano  tangente  che  si  è  costruito  appartiene  alla  prima 
specie  distinta  nel  §.  206 ,  perchè  tocca  la  superficie  in  un  punto  per¬ 
corso  dall’  arco  cb'c'  concavo  all’  asse  ;  ma  se  il  punto  di  contatto  fosse 
stato  dato  nell’  altra  parte  della  superficie  ,  il  piano  tangente  sarebbe 
stato  eziandio  segante  . 

§.  236.  Teorema  1.  Il  piano  tangente  di  una  superficie  di  rivolu¬ 
zione  è  perpendicolare  al  piano  meridiano  che  corrisponde  al  punto 
di  contatto , 

fìg.ioly.  Il  piano  T'Hr  ,  che  tocca  la  superficie  della  Fig.  io4  nel  punto 
O  —  o  ,  contiene  la  retta  OR  —  or  tangente  nell’  istesso  punto  al  pa¬ 
rallelo  OP  —  op  .  Questa  retta  è  perpendicolare  al  piano  meridiano 
projcltato  in  AO ,  e  perciò  anche  il  piano  tangente  è  normale  a  quello 
del  meridiano  . 

Corollario  .  Questa  proprietà  conduce  assai  più  presto  alla  deter¬ 
minazione  del  piano  tangente,  qualora  si  conosca  la  meridiana  della  su¬ 
perficie  .  Non  si  richiede  più  che  di  tirare  una  tangente  a  questa  cur¬ 
va  pel  punto  di  contatto  ,  ed  indi  per  questa  retta  un  piano  perpen¬ 
dicolare  al  meridiano  . 

§.  237.  Per  applicare  questo  secondo  processo  semplicissimo  ad  un 
caso  che  neppure  esige  la  conoscenza  della  curva  meridiana  ,  sia  A  —  aa', 
fig.  \o5. Fig.  io5  ,  P  asse  di  rivoluzione  dell*  iperboloide  d’una  falda  ,  e  BC —  bc  : 

L  la  generatrice  .  Essendo  C  il  punto  in  cui  questa  retta  trapassa  il  pia- 
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HO  (I.),  si  descriva  col  centro^,  e  col  raggio  BA  una  circonferenza, 
che  Sarà  la  traccia  della  superficie  sul  piano  (I.)  ,  come  pure  la  proje- 
zione  della  sezione  orizzontale  mx  condotta  pel  punto  b  corrisponden¬ 
te  al  B  . 

Sia  poi  O  la  proiezione  del  punto  di  contatto ,  e  per  esso  iscrivasi 
nel  circolo  una  corda  B'C'  —  BC,  che  sarà  projezione  della  generatri¬ 
ce  quando  passa  pel  punto  della  superficie  rappresentato  in  O  §.  ioi. 
Si  deduca  la  corrispondente  projezione  b'c' ,  ed  il  piano  tangente  do¬ 
vrà  passare  per  questa  retta  B'C  —  b'c'  §.  1 4^  ?  cosicché  un  punto  della 
sua  traccia  orizzontale  sarà  O  .  Dunque  condotta  una  retta  C'H  per¬ 
pendicolare  al  raggio  AO  si  avrà  la  traccia  orizzontale  del  piano  tan¬ 
gente  ,  e  1’  altra  Hk  si  determina  indirizzandola  al  punto  p  .  * 

§.  238.  Problema  8.  Data  una  superficie  qualunque  ,  ed  uno  de’  suoi 
punti ,  trovare  il  piano  che  la  tocca  in  quel  punto  . 

Per  lo  punto  assegnato  si  facciano  passare  due  piani  che  taglino  la 
superficie  ,  e  siano  determinate  per  le  regole  della  Parte  IV.  le  linee  di 
queste  due  sezioni  .  Per  lo  stesso  punto  si  conducano  le  tangenti  alle 
curve  sudelte ,  ed  il  piano  determinalo  da  queste  due  tangenti  sarà  quel¬ 
lo  che  si  cerca  . 

§.  23q.  Quanto  breve  è  la  sposizione  di  questo  metodo  altrettanto  pe¬ 
nosa  ne  riesce  la  sua  applicazione  ,  per  V  eccessiva  lungagine  delle  co¬ 
struzioni  che  bisogna  eseguire  ,  massimamente  quando  i  piani  secanti 
vengono  presi  senza  ben  esaminare  la  natura  della  superficie,  e  le  cir¬ 
costanze  particolari  d' ogni  quistione,  che  possono  agevolare  le  indicate 
operazioni  .  Per  una  norma  ,  che  generalmente  deve  offrire  qualche  uti¬ 
lità  ,  si  può  ricordare  ,  che  ,  giusta  i  precetti  del  §.  i/j.  ,  una  superfi¬ 
cie  dev’ essere  sempre  data  per  mezzo  della  sua  genesi  piu  semplice,  e 
quindi  determinando  la  posizione  della  generatrice  corrispondente  al 
punto  assegnato  ,  questa  si  potrà  far  servire  in  luogo  d’ una  delle  due 
sezioni  piane,  ordinariamente  con  vantaggio  per  la  semplicità  e  spedi¬ 
tezza  del  lavoro  . 

§.  il\  o.  Se  abbiasi  da  operare  sovra  una  superficie  che  non  sia  geo¬ 
metrica  ,  bisogna  per  forza  e  meccanicamente  determinare  le  sezioni  pia¬ 
ne  ,  e  meccanicamente  condurre  le  tangenti  a  queste  curve  .  Nè  altra 
risorsa  puossi  attendere ,  che  dalla  scielta  de’  mezzi  più  efficaci  a  corn¬ 
ilo 
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pendiare  lo  stadio  di  tutte  queste  operazioni ,.  qualora  però  siasi  nella 
circostanza  avventurosa  che  piu  d’  uno  vi  si  presti . 

Debba  per  modo  d’  esempio  un  Ingegnere  condurre  un  piano  tan¬ 
gente  alla  superficie  terrestre  ,  e  certo  non  avrà  miglior  via  da  battere 
che  quella  della  livellazione  ,  per  disegnare  delle  sezioni  fatte  in  que¬ 
sta  superficie  con  dei  piani  verticali ,  alle  quali  poi  adattando  oppor¬ 
tunamente  delle  tangenti,  verrà  in  cognizione  del  richiesto  piano.  Nè 
saprebbesi  d  altra  guisa  procedere  alla  scielta  di  certi  piani  secanti  ,  che 
alle  volte  si  ha  bisogno  di  stabilire  con  date  condizioni ,  come  sarebbe 
verbigrazia  per  rendere  mimmo  qualche  sterramento  o  qualche  riempi¬ 
tura  ,  .ovvero  per  far  di  maniera  che  l’ uno  e  l'altra  si- compensino  . 

LEZIONE  5. 

/  - 

Piani  tangenti  alle  superficie  per  un  punto  dato  nello  spazio- . 

- — «cccceecce®— - 

§.  2/j.  i.  Le  questioni  di  questo  argomento!  sono  d’ indole  diversa  di¬ 
pendentemente  dalla  qualità  delle  superficie  a  cui  si  applicano  .  11  pro¬ 
blema  di  condurre  il  piano,  tangente  ad  una  superficie  per  un  dato  pun¬ 
to  è  generalmente  indeterminato ,,  nè  si  restringe  dentro  a  limili  certi 
che  per  le  sviluppabili  . 

Le  operazioni  grafiche ,  di  cui  si  vale  la  Geometria  Descrittiva  per 
questa  sorta  di  quistioni  ,  consistono,  nel  fare  delle  sezioni  piane  alla 
superficie  pel  punto  assegnato  ,  e  nel  tirare  delle  tangenti  a  queste  curve 
pel  medesimo  punto  .  In  tal  guisa  restano  determinati  i  rispettivi  punti 
di  contatto  ,  e  la  risoluzione  dei  problemi  riceve  compimento  coi.  me¬ 
todi  usati  nell’ antecedente  Lezione  . 

§.  242.  Le  infinite  soluzioni  dei  problemi  di  questo  genere  si  col¬ 
legano  fra  loro  per  mezzo  deir  inviluppo  conico  ,  che  genera  il  piano 
tangente  passando  da  una  posizione  alLaltra  .  Dunque  la  stessa  via  , 
che  serve  a  trovare  il  piano,  tangente:  di  una-  superficie  per  un  dato 
punto  dello  spazio  ,  vaierà  eziandio  a  risolvere  l’altro  problema  di  cir¬ 
coscrivere  a  qualsisia  superficie  un  cono ,  che-  abbia  assegnato  il  vertice  . 


Nè  per  questo  è  di  mestieri  descrivere  tutti  i  piani  tangenti  .  Basta 
eseguire  le  indicate  sezioni  ,  e  tutte  le  tangenti  a  loro  dirette  dal  punto 
dato  ,  sono  lati  del  cono  circoscritto  . 

§.  243.  È  poi  chiaro  a  comprendere,  che  ognuno  de’ piani  tangenti 
la  superficie  tocca  altresì  il  cono  involvente  e  tangente  §.  63  ;  anzi  si 
può  ricavare  più  generalmente  ,  che  ognuno  di  codesti  piani  tocca  tutti 
que’ coni  circoscritti  alla  superficie,  che  hanno  il  vertice  nel  piano  me¬ 
desimo  .  Dalla  quale  proprietà  ne  consegue  poi  l’altra,  che  tutte  le 
linee ,  secondo  le  quali  i  delti  coni  toccano  la  superficie  ,  si  tagliano  in 
un  punto  ,  giacche  tutte  devono  passare  pel  punto  in  che  il  piano  tocca 
la  superficie  .  E  seguitando  a  ragionare  sulle  superficie  del  secondo 
grado ,  assai  di  leggieri  ,  passando  di  conseguenza  in  conseguenza  ,  si 
giunge  a  concludere  le  belle  proprietà  geometriche  delle  linee  parimenti 
di  secondo  grado  ,  dimostrate  da  Monge  .  (*) 

§.  244*  Problema  1.  Per  un  dato  punto  condurre  il  piano  tangente 
ad  una  superficie  conica  . 

Sia  ABQ  ,  Fig.  106.  Tav.  XXXVII.  ,  la  traccia  sul  piano  (I.)  della  fig. 
proposta  superficie,  N — n  il  vertice  ,  e  P  —  p  sia  il  punto  pel  quale 
si  tratta  di  condurvi  il  piano  tangente  . 

Si  descriva  la  retta  NP  —  np  ,  e  si  determini  il  punto  T  in  cui  rag¬ 
giunge  il  piano  (I.)  .  Per  questo  punto  si  disegni  una  tangente  TQ 
alla  traccia  ABQ  .11  piano  delle  due  rette  TQ ,  TN — tn  adempie  la 
dimanda  del  quesito  . 

Il  piano  determinato  dalla  TQ  ,  e  dal  lato  NQ  —  r.q  del  cono  , 
è  tangente  di  questa  superficie  per  tutto  il  medesimo  lato  .  Ma  la  ret¬ 
ta  NT' — nt  esiste  in  questo  piano,  ed  il  punto  dato  P  —  p  nella 
retta  ,  dunque  il  piano  TRm  risolve  il  problema  ,  perchè  tocca  il  cono  , 
e  passa  pel  punto  dato  . 

Corollario  1.  Secondo  la  natura  della  curva  ABQ  possono  tirarsi  ad 
essa  più  tangenti  dal  punto  T ,  e  dal  loro  numero  dipenderà  quello 
dei  piani  che  soddisfanno  la  proposizione  .  Cosicché  dunque  se  sia  del 


(*)  Geometrie  Descriptive  Num.  39  ,  et  4°- 
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secondo  grado,  due  saranno  i  piani  tangenti  ,  che  si  potranno  tirare 
per  un  punto  dello  spazio  alla  superficie  del  cono  . 

Corollario  2.  Se  il  punto  21  cadesse  dentro  la  curva  AQB  ,  allora 
da  esso  non  si  potrebbe  condurre  tangente  alcuna  alla  curva  medesima  , 
e  perciò  il  problema  sarebbe  impossibile  .  Vorrebbe  ciò  significare  ,  che 
il  punto  P  —  p  dato  si  trova  dentro  lo  spazio  circoscritto  dalla  super¬ 
ficie ,  e  che  per  conseguenza  non  si  può  tirare  un  piano  tangente  alla 
medesima ,  che  si  distenda  per  quel  punto  . 

§.  245.  Problema  2.  Determinare  il  piano  tangente  di  un  cilindro 
per  un  punto  stabilito  . 

La  risoluzione  di  questo  problema  punto  non  differisce  da  quella  del 
cono  ;  e  perciò  io  mi  limiterò  di  succintamente  indicarla  . 

Si  avrà  cognita  la  traccia  del  cilindro  ,  e  la  direzione  delle  sue  ge¬ 
neratrici  .  Pel  punto  assegnato  si  guidi  dunque  una  retta  parallela  alle 
medesime  ,  di  cui  ne  sia  scoperto  il  punto  d’  incontro  col  piano  sovra 
cui  è  descritta  la  traccia  cilindrica  ;  ed  eccoci  giunti  all’  ideutifico  caso 
del  quesito  antecedente  . 

§.  246.  In  quanto  alle  superficie  sviluppabili  considerate  nella  loro 
maggior  generalità  d’esistere,  non  è  difficile  a  vedere  il  modo  più  op¬ 
portuno  ,  per  condurvi  il  piano  tangente  da  un  determinato  punto  dello 
spazio  ,  competentemente  al  modo  con  cui  è  definita  la  generazione  della 
superficie  .  Avrassi  per  esempio  una  curva  direttrice  come  al  §.  55  , 
ed  allora  basta  condurvi  un  piano  perpendicolare  pel  punto  assegnato  . 
Nè  sarà  difficile  ad  ogn’ altro  caso  individuato ,  che  le  circostanze  parti¬ 
colari  della  quistione  offrano  delle  facilitazioni  ovvie  da  scoprirsi  ,  e  da 
adoperarsi  per  la  sua  risoluzione  . 

§.  247*  Problema  3.  Condurre  il  piano  tangente  ad  una  superficie 
gobba  per  un  punto  fuori  di  essa  , 

Per  questa  sorta  di  superficie  il  contatto  avviene  in  solo  punto  §.  204  > 
e  quindi  il  problema  resta  indeterminato. 

Siccome  poi  il  piano  tangente  è  inoltre  secante.,  così  la  risoluzione 
della  presente  quistione  dipende  dalla  dottrina  delle  intersezioni  ,  e  ba¬ 
sta  condurre  pel  punto  dato  ,  e  per  una  generatrice  quale  si  sia  della 
superficie  gobba  un  piano  ,  che  il  problema  è  subito  risoluto  . 

Non  è  diffìcile  dopo  questa  prima  operazione  a  determinare  il  punto 


DEL  P  Pi  I  m’  ORDINE.  lS’J 

di  contratto  sopra  la  generatrice  che  si  è  assunta  facendo  uso  del  §.  2.3/f. 

§.  248.  Problema  4.  Per  un  punto  dato  fuori  di  una  superficie  di 
rivoluzione  condurvi  un  piano  tangente  . 

Per  risolvere  questo  problema  ricordiamo  ,  che  tutte  le  superficie  di 
rivoluzione  sono  f  inviluppo  del  cono  ,  e  poi  rammemoriamo  ancora 
il  teorema  del  §.  202  ,  che  due  superficie  a  contatto  hanno  comune 
i!  piano  tangente  .  Vedremo  subito  che  si  può  risolvere  il  presente 
quesito  conducendo  il  piano  tangente  ad  un  cono  ,  la  qual  cosa  essendo 
già  stata  eseguita  al  §.  244  >  noi  ci  contenteremo  di  mettere  sott’  oc¬ 
chio  la  Fig-  io 7.  lav.  XXXVI. 

Senz’ altre  parole  si  riconosce  subito  ,  che,  essendo  xyz  la  curva  Jig.  io 
meridiana,  O  —  o  il  punto  dato  nello  spazio,»  due  piani  GKr ,  GK'r 
toccano  la  proposta  superficie,  uno  nel  punto  C — c,  e  l’altro  in  C' — c*. 

Corollario  1.  Come  ci  siamo  serviti  dell’ inviluppante  conica  ,  potevasi 
ugualmente  operare  su  ciascuna  delle  altre  superficie  d’inviluppo,  vale 
a  dire  sul  cilindro  o  sulla  sfera  . 

Corollario  2.  Se  la  superficie  di  rivoluzione  è  poi  anche  gobba  , 
vale  a  dire  l’ iperboloide  ,  allora  non  vi  è  bisogno  di  ricorrere  ad  al¬ 
cuna  delle  superficie  inviluppanti  ,  e  può  usarsi  più  vantaggiosamente 
il  metodo  del  §.  247- 

§.  249.  Problema  5.  Per  un  dato  punto  condurre  il  piano  tangente 
di  qualsisia  superficie  . 

Per  risolvere  questo  problema  si  farà  passare  pel  punto  di  condi¬ 
zione  una  sezione  piana  della  superficie  ,  ed  a  questa  curva  si  tirerà 
una  tangente  dal  punto  medesimo  .  Questa  tangente  disegnerà  sopra  la 
superficie  il  punto  in  cui  dev’  essere  toccata  da  un  piano  sodisfacente 
il  quesito;  ciocché  è  ben  evidente  per  tutte  le  antecedenti  cose  dimo¬ 
strate  intorno  i  contatti  delle  superficie  .  Dopo  di  che  la  risoluzione 
del  problema  si  ultimerà  operando  come  al  §.  238. 

Corollario  .  Essendo  affatto  arbitraria  la  sezione  piana  da  farsi  nella 
superficie  per  individuare  il  punto  del  contatto  ,  vede  ognuno  effetti¬ 
vamente  confermato  quanto  si  espose  nel  §.241  ,  cioè  che  il  problema 
è  di  sua  natura  indeterminato  ,  postocchè  ammette  infinite  soluzioni  . 

§.  25o.  I  piani  di  defilamento  delle  opere  di  fortificazione  sono  ap- 
puto  piani  tangenti  alla  superficie  terrestre  distesi  per  un  determinato 
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punto  .  Essi  devono  poi  soddisfare  altre  condizioni  ,  come  per  esempio 
di  non  divenire  giammai  seganti  la  medesima  superficie  terrestre,  di  ren¬ 
dere  un  minimo  il  rilievo  delle  fortificazioni  defilate  etc.  ,  e  perciò 
alcune  volte  il  problema  può  divenire  impossibile  rispetto  alla  prima 
condizione  ,  mentre  per  mezzo  della  seconda  si  riduce  determinalo  . 

Il  piano  ,  che  in  questo  secondo  caso  soddisfa  il  quesito  ,  è  quello 
fra  gli  infiniti  tangenti  che  ha— pi ù  piccola  inclinazione  all’orizzonte, 
ed  il  modo  di  trovare  sia  questo  sia  qualunque  altro  piano  di  defi¬ 
lamento  ,  consiste  sempre  nella  livellazione  ,  per  mezzo  della  quale  si 
disegnano  delle  sezioni  verticali  eseguite  nella  superficie  della  terra  . 

l  e  z  i  o  n  e  6. 

Piani  tangenti  per  una  data  retta  . 

§.  25 1.  In  questo  caso  il  problema  generale  è  di  natura  sua  deter¬ 
minato  ,  e  questa  condizione  diviene  soverchia  per  le  superficie  svilup¬ 
pabili  .  La  di  lui  risoluzione  poi  si  può  conseguire  in  due  maniere  diverse  . 

Costituendo  in  due  punti  della  retta  data  il  vertice  d’  un  cono  cir¬ 
coscritto  alla  superficie  proposta  ,  oppure  stabilendo  un  piano  norma¬ 
le  alla  retta  medesima  ,  e  projettando  sopra  di  lui  la  superficie .  Nel 
primo  modo  ,  descrivendo  la  curva  in  cui  ciascuno  dei  due  coni  in- 
volventi  tocca  la  superficie  ,  si  disegna  colla  loro  intersezione  il  punto 
di  contatto  del  piano  ,  perciocché  d’  appresso  le  riflessioni  del  §.  2/f  3  , 
ciascuna  di  queste  curve  deve  contenerlo  .  Operando  poi  nella  seconda 
maniera  bisogna  tirare  una  tangente  al  contorno  della  projczione  della 
superficie,  dal  punto  in  che  la  retta  di  condizione  incontra  il  piano  sovra 
cui  si  è  eseguita  la  projezione  ,  ed  il  problema  viene  risoluto  dal  piano 
di  queste  due  rette  .  Evidentemente  egli  è  tangente  al  cilindro  proiettan¬ 
te  la  data  superficie,  ed  in  fine  a  lei  medesima  per  grazia  del  §.  202. 

§.  2Ò2.  Svolgiamo  a  maggiore  evidenza  come  sia  più  che  determi¬ 
nato  il  problema  di  condurre  il  piano  tangente  ad  una  superficie  svi¬ 
luppabile  per  una  retta  .  Qualunque  piano  tangente  di  queste  super- 
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fìcìe  è  uno  de’ suoi  piani  d’inviluppo  §.  63;  dunque,,  perchè  la  qui- 
stione  sia  solubile,  fa  duopo  che  la  retta  data  si  trovi  costituita  in  al¬ 
cuno  de’  piani  inviluppanti  la  proposta  superficie  ,  che  pure  sono  in¬ 
finiti  di  numero  .  Ma  la  posizione  della  retta  non  è  vincolata  da  con¬ 
dizione  alcuna,  e  può  essere  assolutamente  qualunque,  mentre  quelle 
del  piano  generatore  dipendono  sempre  da  una  qualche  legge  di  movi¬ 
mento  ;  cosicché  nella  generalità  de’  casi  la  retta  non  farà  che  incon¬ 
trare  le  posizioni  del  piano  generatore  . 

§.  a53.  Problema  i.  Per  una  retta  condurre  il  piano  tangente  di 
una  superficie  gobba  * 

Si  prolunghi  la  retta  sino  all’  incontro  delia  superficie  ,  ed  il  piano 
della  generatrice  ,  che  passa  per  questo  punto ,  e  per  la  retta  medesima 
toccherà  la  superficie  in  un  punto  determinabile  colle  regole  del  ^3 1 . 

Corollario.  Se  poi  la  superficie  sia  del  secondo  grado,  due  sono  le 
generatrici  che  passano  per  ogni  singolo  punto  ,  ognuna  delle  quali  scio¬ 
glie  il  problema  ,  combinata  che  sia  colla  retta  di  condizione  . 

§.  254.  Problema  1.  Per  due  punti;  assegnati  fuori  di  una  superfi¬ 
cie  di  rivoluzione  condurvi  il  piano  tangente.. 

Sia  A  —  aa'  f  asse  della  rivoluzione  ,  Fig.  108.  Tav.  XXXVII. ,  aba'b'  Jig.  108.. 
la  meridiana  della  superficie  ,  CD  —  ccl  la  retta  data  . 

Intendasi  che  la  retta  CD - cd  descriva  una  intiera  rivoluzione  d’ in¬ 

torno  l’asse  A — aa' ,  e  col  metodo  del  §.  125.  si  disegni  la  meri¬ 
diana  fff"  .  •  •  •  •  •  .  dell’  iperboloide  generato  dalla  retta  .  Si  con¬ 

duca  una  retta  fq  tangente  comune  a  queste  due  curve  medesime  ,  e , 
trovate  le  projezioni  orizzontali  F}Q  del  due  punti,  di  contatto,  si 
descrivano  le  projezioni  dei  due  paralleli  corrispondenti  a  codesti  punti 
F—f,  Q  —  <7,  cioè  le  circonferenze  FÉ..*  QP. .  _  concentriche un  A  . 

Sia  tirata  la  traccia  E  A  del  meridiano  ,,  che  corrisponde  al  punto  E 
d’  intersezione  fra  la  retta  CD  e  la  circonferenza  EF  *..  Se  in  esso  inten¬ 
dasi  trasferito  iL  sistema  di  tutte  le  linee,,  die  si  vedono  descritte  nel 
piano  (II  )  ,  d  punto,  di  contatto  Q — <7  sarà  trasportato  in  P  —  p  , 
e  l’altro  F — in  E — -e.  Un  piano  che  sia  condotto  per  la  tangente 
comune  a  questi  due  nuovi,  punti  di  contatto  perpendicolarmente  al  me¬ 
ridiano  AE ,  in  chesi  trovano  costituiti  ambedue ,  soddisfa  il  quesito. 

Prima  di  tutto  notiamo  eh’  egli  è  espresso  graficamente  dalle  traccie 
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TS ,  Sii  ,  essendo  patentemente  manifesto  dalla  costruzione  della  figura. 
Indi  riflettiamo  che  in  grazia  del  §.  236.  il  piano  TSh  tocca  la  super¬ 
ficie  data  nel  punto  P — p  ,  e  la  iperboloide  nel  punto  E  —  e.  Final¬ 
mente  ricordiamo ,  che  il  piano  tangente  delle  superficie  gobbe  contie¬ 
ne  le  generatrici  che  passano  pel  punto  di  contatto  ,  e  sarà  subito  di 
manifesta  ragione  che  il  piano  TSh  ,  tangente  all’  iperboloide  nel  punto 
E  —  e  ,  contiene  in  se  stesso  la  retta  DC  —  de  generatrice  che  passa 
per  quel  punto  .  E  siccome  si  è  veduto  d’  altronde  questo  medesimo 
piano  toccare  la  superficie  proposta  nel  punto  P — p ,  cosi  egli  discio¬ 
glie  il  problema  ,  cioè  tocca  la  superficie  e  passa  per  la  retta  . 

Corollario  1.  Consegue  dalla  costruzione  usata  ,  clic  il  problema  ha 
tante  soluzioni  quante  sono  le  rette  ,  che  si  posson  condurre  tangenti 
alle  due  curve  meridiane  .  Nel  caso  della  figura  ,  che  la  curva  aba'b'  è 
un’elisse,  quattro  sono  le  tangenti  comuni  ,  che  si  posson  tirare  alla 
elisse  ed  alla  iperbola  ,  ma  siccome  due  a  due  si  trovano  simmetriche 
rispetto  all  asse ,  cosi  i  piani  determinati  dalle  due  a  sinistra,  sono  i 
medesimi  che  stabiliscono  le  altre  due  a  destra  . 

Corollario  2.  Semplicissima  ch’ella  è  questa  soluzione  ne’ suoi  prin¬ 
cipi  •>  ^chiede  molta  avvedutezza  nel  praticarla  .  Per  descrivere  la  tan¬ 
gente  comune  alle  due  meridiane  bisogna  valersi  del  metodo  delle  cur¬ 
ve  di  errore  sempre  lungo  e  penoso  .  Ma  ciononostante  non  si  spe¬ 
dirà  più  comodamente  il  lavoro  per  via  de’  metodi  generali  additati 
nel  §.  25o.  Richiedesi  infatti  o  la  descrizione  delle  curve  secondo  cui 
la  superficie  è  circoscritta  da  due  coni  ,  ovvero  sia  quella  in  che  la  toc¬ 
cherebbe  il  cilindro  progettante  paralellamente  alla  retta  di  condizione  ; 
di  maniera  che  1’  uno  e  l’ altro  presenta  la  medesima  difficoltà  del 
metodo  usato  . 

Per  svolger  dunque  a  maggiore  semplicità  quest’  argomento  ,  contem¬ 
pleremo  a  parte  il  caso  che  la  superficie  sia  sferica  ,  siccome  il  più  fa¬ 
cile  ad  intervenire ,  e  noteremo  dappoi  le  modificazioni  occorrevoli  per 
adattare  la  costruzione  a  quelle  altre  superficie  di  rivoluzione  che  pos¬ 
sono  consentirla  . 

§.  255.  Problema  3.  Condurre  il  piano  tangente  di  una  sfera  per 
una  data  retta  . 

fìg.  109.  Sia  (N)  —  ( s )  la  sfera  ,  Fig.  109  ,  ED  —  ed  la  retta  .  Pel  centro  del- 
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la  sfera  sia  condotto  un  piano  orizzontale  (j)  y ,  il  quale  segherà  la 
sfera  nello  stesso  circolo  ,  e  la  retta  nel  punto  Y  —  y  .  Se  in  que¬ 
sto  punto  si  costituisca  il  vertice  di  un  cono  circoscritto  alla  sfera  ,  si 
avrà  la  di  lui  projezione  orizzontale  conducendo  le  tangenti  YH ,  YK 
al  circolo  (S)  .  Questo  cono  tocca  la  sfera  nella  circonferenza,  che  ha 
per  diametro  la  corda  IIK  ,  e  di  cui  il  piano  ,  essendo  perpendicolare 
all’asse  del  cono  ,  lo  è  pur  anche  al  piano  (I. ) .  Egli  è  dunque  quello 
che  si  rappresenta  graficamente  in  KGg. 

Il  piano  tangente  alla  sfera  toccar  deve  eziandio  il  cono  circoscritto 
§.  202  ,  e  pertanto  si  potrà  egli  determinare  colle  costruzioni  semplici 
del  §.  244.  Il  piano  KGg  ,  in  che  si  devono  eseguire ,  ruoti  dintorno 
la  retta  KG  —  yg  finche  siasi  disposto  orizzontale  .  La  circonferenza 
di  contatto  del  cono  con  la  sfera  si  disegnerà  nella  QHPK  ,  descritta 
sul  diametro  HK  II  punto  D — d  ,  ove  la  retta  ED  —  ed  incontra 
il  piano  HGg  ,  si  trasferirà  in  A,  sovra  una  perpendicolare  all’ asse  di 
ruotazione  che  passi  per  lo  punto  D ,  e  sia  lunga  quant’è  la  misura  dd'. 
Se  da  questo  punto  si  conducono  due  tangenti  AP ,  aQ  alla  circonfe¬ 
renza  QHPK ,  i  punti  di  contatto  P,  e  Q  indicheranno  quelli  di  con¬ 
tatto  dei  piani ,  che  sciolgono  il  problema  . 

Per  descrivere  le  traccie  di  questi  piani  ,  si  osservi  che  ,  dovendo  pas¬ 
sare  ambedue  per  la  retta  ED  —  ed ,  dovranno  per  conseguenza  le 
traccie  loro  sul  piano  (L)  passare  ciascuna  pel  punto  E  ,  in  che  la 
detta  retta  arriva  questo  piano  .  Inoltre  ,  dovendo  uno  dei  piani  pas¬ 
sare  per  la  tangente  indicala  da  A Q  ,  e  l’altro  per  quella  espressa 
con  AP ,  le  traecie  si  dirigeranno  rispettivamente  ai  punti  nei  quali 
codeste  tangenti  trapassano  il  piano  (I.)  .  Fatta  Gy  —  Gg ,  e  condotta 
per  y  una  parallela  alla  GF  verrà  da  lei  rappresentata  la  traccia  del 
piano  KGg  sul  (I.)  ,  e  quindi  i  due  punti  A ,  $  additeranno  manife¬ 
stamente  quelli  che  si  cercano  .  Ritornato  poi  che  sia  verticale  il  pia¬ 
no  KGa  ,  questi  punti  vanno  a  ricadere  in  L  ed  F  ,  e  per  conse¬ 
guenza  le  traccie  de’  piani  tangenti  la  sfera  sono  le  due  rette  EL  ,  EF. 
Sul  piano  (II.)  poi  vengono  determinate  per  li  due  punti  in 

che  si  trasferiscono  et  y  (i  ,  i  quali  rappresentano  chiaramente  i  punti 
ove  le  tangenti  indicate  con  A  P ,  A  O  vanno  ad  incontrare  il  piano  (li.). 
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Di  maniera  che  aDI ,b31'  sono  le  altre  traccie  dei  due  piani  che  di¬ 
sciolgono  il  quesito  . 

§.  256.  Se  la  superficie  sia  di  rivoluzione  ,  ma  non  sferica  ,  allora 
^guogda  curva  IIPQK  ,  Fi g.  109,  di  contatto  col  cono  circoscritto  non 
sarà  più  nè  circolare,  nè  generalmente  piana.  In  questa  seconda  ipo¬ 
tesi  è  evidentissimo  ,  che  non  saprebbe  aver  luogo  la  nostra  risolu¬ 
zione  ;  ma  nel  caso  contrario  ,  come  per  grazia  d’  esempio  nelle  su¬ 
perficie  di  secondo  grado  ,  nuli’ altro  divario  si  avrà  ,  che  quello  di 
dover  descrivere  una  curva  di  second’  ordine  diversa  dal  circolo  QHPK , 
la  quale  sarà  poi  anche  simile  alla  meridiana,  se  l’asse  della  rivolu¬ 
zione  sia  verticale  . 

§.  257.  La  risoluzione  del  problema  generale  di  tirare  per  una  retta 
il  piano  tangente  di  qualsisia  superficie  è  già  stata  annunziata  nel  §.  25o. 
Cosi  pure  fu  notato,  che  se  la  superficie  è  sviluppabile,  il  problema 
diviene  generalmente  parlando  assurdo  ;  ma  se  si  applichi  il  metodo 
generale  s’ incontra  una  singolarità  degna  di  rimarco  . 

Prima  di  tutto  notiamo,  che  i  coni  circoscritti  alle  superficie  svi¬ 
luppabili  si  trasformano  in  piani  tangenti  alle  dette  superficie  per  due 
de’ loro  lati  ,  che  mai  s’incontrano  vicendevolmente,  e  quindi  torna 
impossibile  il  problema  anche  per  questa  strada  .  Ma  se  la  superficie  sia 
quella  di  un  cono  ,  gli  accennali  due  lati  di  contatto  si  intersegano  sem¬ 
pre  nel  vertice  ;  e  da  questo  ne  viene  dunque  che  il  piano  ,  condotto 
per  la  data  retta  e  pel  vertice,  sarà  tangente  al  cono  in  questo  me¬ 
desimo  punto  .  Siccome  poi  la  retta  di  condizione  è  arbitraria  ,  biso¬ 
gna  da  questa  circostanza  concludere ,  che  ogni  piano  condotto  pel  ver¬ 
tice  d’  una  superficie  conica  è  tangente  di  questa  medesima  superficie  . 

Questo  fatto  presenta  una  specie  di  paradosso  ,  non  tanto  perchè  ogni 
piano  condotto  pel  vertice  di  un  cono  è  anche  secante  ,  quanto  per¬ 
chè  si  annullano  tutte  le  altre  qualità  dei  contatto  .  Qui  non  appa¬ 
risce  l’elemento  infinitesimo  comune  alle  due  superficie  ;  qui  le  tangenti 
del  cono  non  hanno  più  per  luogo  geometrico  il  piano  ,  ma  sibbe- 
ne  lo  spazio  interposto  alle  due  falde  ec.  ec.  Tutto  ciò  però  non  deve 
recar  meraviglia  alcuna  i  casi  particolari  ritengono  bensì  1’  impronta 
delle  generalità  da  che  derivano  ,  ma  sempre  con  delle  modificazioni 
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pili  o  meno  gagliarde.  Un  esempio  d’altre  superficie  è  forse  più  atto 
a  mettere  questa  verità  sotto  1’  intelligenza  de’  sensi  . 

§.  258.  Si  figuri  una  sfera  tangente  di  un  cono  ,  e  si  dia  intendi¬ 
mento  a  quel  lato  del  cono  che  passa  pel  punto  di  contatto,  facendo 
sì  eh’  ei  vada  scorrendo  questo  punto  ,  senza  che  mai  si  distrugga  il 
contatto  delle  due  superficie .  Questo  rapporto  della  loro  scambievole 
posizione  sussisterà  dunque  anche  quando  il  cono  mobile  avrà  condotto 
il  vertice  nel  punto  di  contatto.  Ma  allora  tutti  gli  altri  lati  cìivengon 
secanti  della  sfera  in  questo  medesimo  punto  ;  e  dunque  sussiste  con¬ 
temporaneamente  tanto  il  contatto  che  1’  intersezione  delle  due  super¬ 
ficie,!  e  sussiste  l’uno  e  l’altro  in  un  medesimo  punto  .  Verità,  a  giu¬ 
sto  dire,  più  arcana  dell’altra  che  due  superficie  possono  tagliarsi  in 
una  linea  ,  e  toccarsi  in  un  punto  di  essa  ad  un  tempo  medesimo  . 

LEZIONE  7. 

Piarti  tangenti  le  superficie  parallelamente  ad  una  e  due  rette. 

- —30330*» 

§.  25q.  Le  quistioni  che  formano  1’  argomento  di  questa  Lezione 
sono  di  varia  natura  ,  come  tutte  le  altre  di  questo  genere  .  Ordi¬ 
nariamente  risultano  indeterminate  quand’è  unica  là  retta  di  condizio¬ 
ne,  e  si  limitano  di  numero  coll’aggiunta  di  una  seconda  retta.  Non 
è  mestieri  di  additare  anticipatamente  i  processi  generali  di  cui  si  può 
valere  la  Geometria  Descrittiva  per  dare  soluzione  a  questa  sorta  di 
problemi  .  Sono  sempre  analoghi  a  quelli  accennati  nelle  altre  condi¬ 
zioni  imposte  finora  al  contatto  del  piano  colle  superficie,  cioè  consi¬ 
stono  sempre  in  sezioni  eseguite  nelle  superficie  ,  parallele  ovvero  or¬ 
togonali  ,  alla  retta  oppure  al  piano  di  condizione  . 

§.  260.  Le  infinite  posizioni  del  piano  ,  che  somministrano  tutte  le 
soluzioni  d’  uno  di  questi  problemi  ,  vanno  chiaramente  a  comporre 
un  inviluppo  cilindrico  §.  64*  ?  die  involve  e  tocca  la  proposta  super¬ 
ficie  .  Cosicché  dunque  descrivendo  il  piano  tangente  di  una  super¬ 
ficie  parallelamente  ad  -una  retta  ,  si  viene  anche  a  risolvere  l’ altro 
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problema  di  circoscrivervi  un  cilindro  .  Ma  per  questo  non  è  mestieri 
di  determinare  gli  infiniti  piani  tangenti  della  superfìcie  .  Basta  eseguire 
nella  superfìcie  stessa  delle  sezioni  che  passino  per  la  retta  ,  e  le  tan¬ 
genti  di  queste  curve  condotte  parallele  alla  retta  stessa  sono  tutte  ge¬ 
neratrici  del  cilindro  circoscritto  . 

Si  vede  poi  con  tutta  chiarezza  ,  che  ognuno  di  questi  piani  tan¬ 
genti  tocca  altresì  tutti  i  cilindri  ,  circoscrivibili  alla  superfìcie  paral¬ 
lelamente  al  detto  piano  ;  e  perciò  le  curve  di  contatto  di  tutti  questi 
cilindri  involventi  passano  pel  punto  in  che  il  piano  tocca  la  superfìcie  . 

§.  261.  Problema  i.  Determinare  il  piano  tangente  di  una  super¬ 
ficie  cilindrica  parallelo  ad  una  retta  data  . 
fìg'  1  io.  Sia  ABC  la  traccia  del  cilindro  sul  piano  (I.)  Fig.  1  io.  T.  XXXVIII.  r 
DF  —  de  la  direzione  delle  generatrici,  e  GH — gli  la  retta  data  . 

Il  piano  tangente  ai  cilindri  è  parallelo  alle  generatrici  ,  e  quindi 
nel  caso  presente  ad  ambedue  le  rette  DE  —  de  ,  GH  —  gli  .  Dunque 
se  per  un  punto  quale  si  sia  II  —  li  della  prima  si  conduce  una  retta 
HI — Ili  parallela  alla  seconda  ,  e  si  costruiscono  le  traccie  1G  ,  Kh  del 
piano  di  queste  due  rette,  il  piano  tangente  dovrà  avere  le  sue  traccie 
parallele  a  queste  .  E  pertanto  conducendo  una  retta  ISO  tangente  alla 
traccia  ABC  del  cilindro  ,  e  parallela  alla  GK  ;  e  poi  nell’ altro  piano 
coordinalo  la  Ori  parallela  alla  Kli  ,  il  piano  JS On  scioglierà  la  quistione. 

Quante  sono  le  tangenti  che  si  ponno  condurre  alla  traccia  del  cilindro 
parallelamente  a  GK  ,  altrettanti  sono  i  piani  che  soddisfanno  il  quesito. 

§.  262.  Problema  2.  Trovare  il  piano  tangente  di  una  superfìcie 
conica  parallelamente  ad  urta  retta  . 

Jfe-1-11-  Sia  ABC  Fìg.  tri.  la  traccia  del  cono  ,  D  —  d  il  vertice  ,  ed 
EF  —  ef  la  retta  . 

Il  piano  ricercalo  dovendo  passare  pel  punto  di  regresso  D  —  e/,  non 
si  tratterà  che  di  condurre  per  questo  punto  una  retta  DG —  ^pa¬ 
rallela  alla  rtrlla  proposta  ,  per  avere  un  punto  G  della  traccia  orizzon¬ 
tale  di  questo  piano  .  La  quale  ver  rà  poi  determinata  dirigendola  tan¬ 
gente  alla  traccia  ABC  del  cono  .  L’altra  traccia  Lk  si  ottiene  condu- 
ccndo  per*  D  la  DK  parallela  alla  tangente  GH  e  per  d  la  dk  orizzon¬ 
tale,  c  poi  segnando  il  punto  k  in  cui  la  retta  DK  —  dk  raggiunge 
il  piano  (II). 


DEL  PKIM*  ORDINE.  l65 

Tutte  le  tangenti  ,  che  dal  punto  G  si  posson  tirare  alla  curva  ABC 
danno  risoluzione  al  problema,  come  la  Gli. 

§.  263.  Problema  3.  Condurre  il  piano  tangente  di  una  superficie 
sviluppabile  parallelo  ad  una  data  retta  . 

Per  sciogliere  questo  problema  basterà  descrivere  una  retta  che  sia  tan¬ 
gente  alla  proposta  superficie  e  parallela  alla  retta  data  ,  avvegnaché  la 
generatrice  corrispondente  al  punto  di  contatto  e  la  tangente  medesima 
determineranno  evidentemente  il  piano  ricercato  .  Per  tirare  poi  una 
tangente  della  superficie  ,  che  sia  parallela  alla  data  retta  ,  si  fa  per  que¬ 
sta  una  sezione  nella  superficie  e  si  descrive  la  tangente  di  questa  curva 
parallela  alla  medesima  retta  §.  2 19,  la  quale  riesce  tangente  anche  della 
superficie  §.  194. 

§.  264.  Il  problema  di  condurre  de’ piani  tangenti  alle  superficie  svi¬ 
luppabili,  parallelamente  ad  un  piano  dato  di  sito  ,  è  più  che  deter¬ 
minato  ,  e  quindi  generalmente  parlando  assurdo  .  Perchè  sia  possibile 
fa  di  bisogno  che  il  piano  proposto  si  trovi  parallelo  a  qualche  posi¬ 
zione  del  piano  generatore;  ma  questo  è  sempre  vincolato  da  una  legge 
di  movimento,  e  quello  non  ne  risente  alcuna  ,  dunque  ,  generalmente 
parlando,  non  si  possono  dare  due  posizioni  parallele  .  Rispetto  alle  svi¬ 
luppabili  di  maggiore  importanza  la  cosa  è  facile  a  chiarirsi  ,  imperocché 
basta  condurre  un  piano  parallelo  al  dato  pel  vertice  de’  coni e  que¬ 
sto  sarà  il  richiesto  quando  il  problema  sia  possibile  ;  e  pei  cilindri ,  ba¬ 
sta  esaminare  se  le  generatrici  siano  parallele  al  piano  di  condizione  . 

§.  260.  Problema  4.  Condurre  un  piano  tangente  ad  una  superficie 
gobba  parallelamentp  ad  una  retta  . 

Per  una  delle  generatrici  si  conduce  un  piano  parallelo  alla  retta  da¬ 
ta  ,  ed  esso  è  tangente  della  superficie  gobba  in  qualche  punto  della 
medesima  generatrice  §§.  232  254* 

Corollario  .  Il  problema  ha  infinite  soluzioni  ,  e  per  determinare  il 
punto  di  contatto  in  ogni  caso,  non  si  ha  che  da  descrivere  l’intersezione 
del  piano  tangente  colla  superficie,  la  quale,  oltre  la  generatrice  per  cui  è 
stato  guidato  il  piano,  si  compone  di  una  curva  §.  204.  che  taglia  la  retta 
nel  punto  di  contatto  .  Rispetto  alle  gobbe  di  secondo  grado  la  faccen¬ 
da  è  tanto  più  facile  ,  ed  anzi  si  ha  di  già  eseguita  nei  §§.  164,  i65  . 

§.  266.  Le  superficie  gobbe  sono  sempre  quelle  che  presentano  le: 
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maggiori  varietà  .  La  condizione  che  il  piano  tangente  debba  essere  pa¬ 
radello  ad  una  retta  non  basta  a  determinare  il  problema  ,  ed  una 
seconda  condizione  dell’  istesso  genere  lo  determina  di  soverchio  ,  per¬ 
chè  lo  rende  alcune  volte  impossibile  .  Didatti  i  piani  tangenti  di  que¬ 
ste  superficie  contengono  sempre  una  generatrice ,  e  quindi  se  la  super¬ 
ficie  non  abbia  alcuna  delle  sue  generatrici  parallela  al  piano  di  con¬ 
dizione  ,  il  negozio  di  condurvi  un  piano  tangente  ,  che  sia  parallelo 
a  questo,  è  impossibile. 

Rispetto  alle  gobbe  del  secondo  grado  è  cosa  facile  a  discoprire  1’  uno 
dall’altro  di  questi  due  casi  .  Si  ricorra  al  cono  ,  che  ha  tutti  i  suoi 
lati  paralleli  alle  generatrici  dell’ iperboloide  §.  i3  7,  c  s’intenda  con¬ 
dotto  pel  suo  vertice  un  piano  parallelo  a  quello  di  condizione  .  Se  un 
tale  piano  non  taglia  o  non  tocca  il  cono,  manifestamente  l’iperboloide 
non  ha  generatrice  alcuna  parallela  al  detto  piano,  c  quindi  nemme¬ 
no  un  piano  tangente.  Rispetto  poi  al  paraboloide  bisogna  ricordare, 
che  il  cono  di  cui  abbiamo  parlato  finora  si  converte  in  due  piani  . 
§.  160  .  Tirando  dunque  per  un  punto  della  loro  intersezione  il  solito 
piano  sussidiario  succederà  analogamente  ,  che  s’ei  non  tocca  o  non 
sega  i  detti  due  piani  ,  fuori  della  retta  medesima  che  rappresenta  il 
vertice  del  cono  ,  il  paraboloide  non  avrà  generatrice  alcuna  parallela 
al  piano  di  condizione,  e  dunque  neppure  un  piano  tangente. 

§.  267.  Problema  5.  Essendo  data  uua  superficie  di  rivoluzione  ed 
una  retta  ,  si  ricerca  un  piano  parallelo  alla  retta  e  tangente  della  su- 

Qucsto  è  problema  indeterminato  ,  e  per  assicurarsene  basta  figurarsi 
projettata  la  superficie  sovra  un  piano  perpendicolare  alla  retta  di  con¬ 
dizione  .  Tutte  le  generatrici  del  cilindro  projettantc  saranno  natural¬ 
mente  parallele  alla  retta  proposta,  c  quindi  anche  tutti  i  piani  tan¬ 
genti  al  medesimo  cilindro .  Ma  ogni  lato  del  cilindro  projeltante  tocca 
la  superficie  ,  dunque  ogni  piano  tangente  il  cilindro  tocca  eziandio  la 
superficie  di  rivoluzione  . 

Di  qui  si  vede  come  facilmente  si  possa  ottenere  la  soluzione  del  pro¬ 
blema .  Sia  A  —  ad  l’asse,  xyz  la  curva  meridiana,  c  CD — cd  la 
fig.  1 1 2. retta  di  condizione,  Fìg.  112. 

Projctliamo  la  superficie  nel  piano  (I.)  tirando  la  tangente  bb'  ver- 
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ticale  della  curva  xyz  ,  e  descrivendo  col  centro  A  e  con  raggio  uguale 
ad  a'b '  il  circolo  ABF.  Condotta  una  tangente  NO  a  questo  circolo  ,, 
parallela  a  CO  ,  è  chiaro  eh’  ella  sarà  la  traccia  di  un  piano  verticale 
NOt ,  parallelo  al  piano  projettante  la  retta  di  condizione  ,  e  per  con¬ 
seguenza  alla  retta  medesima  .  Questo  piano  tocca  poi  il  cilindro  pro¬ 
jettante  la  superficie  nei  lato  N  —  nn\  e  per  conseguenza  la  superficie 
medesima  nel  punto  N —  n  . 

§.  268.  Problema  6.  Trovare  il  piano  tangente  di  una  superficie  di 
rivoluzione  parallelo  a  due  rette  . 

Sia  ,  Fig.  1 1 3  ,  A  — aa'  l’asse,  xyz  la  meridiana,  e  CDe  sia  il  pia-  Jìg. 
no  di  condizione  . 

Si  conduca  per  l’asse  della  superficie  un  piano  perpendicolare  al  dato  . 

Egli  avrà  la  traccia  orizzontale  AH  perpendicolare  alla  CD  ,  la  qua¬ 
le  ,  prodotta  sino  in  E  ,  determinerà  1’  altra  traccia  Ee  ,  che  dev’  es¬ 
sere  perpendicolare  alla  31 X  .  Ora,  questo  piano  HEe  segar  deve  il 
piano  CDe  e  quello  che  si  ricerca  col  problema  in  due  rette  paralle¬ 
le  ;  e  segar  deve  la  superficie  ed  il  piano  tangente  in  due  linee  a  con¬ 
tatto  fra  di  loro  §.  286.  Dunque  ,  eseguendo  per  maggior  comodo  le  co¬ 
struzioni  sovra  il  piano  (II.)  ,  la  retta  le  rappresenterà  la  intersezione 
del  piano  IIEe  col  CDe  ,  e  la  curva  xyz  la  intersezione  del  medesimo 
piano  HEe  colla  superficie  .  E  però  conducendo  a  questa  curva  la  tan¬ 
gente  a'b  parallela  ad  ie ,  rappresenterà  essa  la  intersezione  del  piano 
HEe  col  piano  tangente,  ed  il  punto  y  quello  di  contatto.  Potremo 
finalmente  determinare  il  piano  tangente  per  mezzo  delle  sue  traccie  , 
postocchè  devono  essere  parallele  rispettivamente  alle  CD ,  De  ,  ed  inol¬ 
tre  quella  del  piano  (I.)  deve  passare  pel  punto  l  in  cui  si  reca  il 
punto  b  ,  trasportandosi  il  piano  (Ih)  nel  meridiano  IEe  .  Questo  è 
chiaro  dalla  sola  ispezione  della  figura  e  perciò  saranno  131 ,  31k  le 
dette  traccie.  Facendo  poi  AP  uguale  all’  orizzontale  yy' ,  sarà  P  la 
projezione  orizzontale  del.  punto  di  contatto  ,  e  1’  altra  p  ne  consegue 
immediatamente  . 

§.  269.  Problema  7.  Parallelamente  ad  una  retta  condurre  un  piano 
che  tocchi  qualsivoglia  superficie  . 

Per  la  data  retta  si  faccia  nella  superficie  una  sezione  piana ,  e  si  con¬ 
duca  una  tangente  a  codesta  curva  ,  parallelamente  alla  medesima  retta  . 
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Si  determini  il  punto  di  contatto  di  questa  tangente  ,  e  per  esso  di¬ 
stendasi  un  piano  tangente  alla  superficie  §.  238  .  Questo  piano  darà 
la  soluzione  del  quesito  . 

§.  270.  Problema  8.  Determinare  il  piano  tangente  a  qualsivoglia 
superficie  ,  e  parallelo  ad  un  piano  dato  . 

Si  circoscrivano  alla  proposta  superficie  due  cilindri,  colle  loro  ge¬ 
neratrici  parallele  al  piano  ,  ossia  in  altri  termini  ,  si  faccia  la  proie¬ 
zione  della  superficie  sovra  due  piani  perpendicolari  entrambi  a  quello 
che  è  dato  per  condizione  .  Le  linee  di  contatto  dei  due  cilindri  ,  ge¬ 
neralmente  parlando  ,  si  taglieranno  fra  di  loro  ,  e  per  ogni  punto  co¬ 
mune  passa  la  generatrice  tanto  dell’uno  che  dell’altro,  le  quali  de¬ 
terminano  il  piano  tangente  che  si  cerca  . 


LEZIONE  8. 

Piani  tangenti  a  piu  superficie . 

- — cecce— - 

§.  271.  Un  piano  non  può  essere  soggettato  a  toccare  che  tre  su¬ 
perficie  ,  perciò  avendo  noi  discorsa  nelle  precedenti  Lezioni  tutta  la 
materia  relativa  al  contatto  del  piano  con  una  superficie  ,  altro  non 
resta  ,  che  a  trattare  la  sua  tangenza  contemporanea  a  due  ed  a  tre  . 

§.  272.  Problema  1.  Date  due  superficie  ,  determinare  un  piano  che 
le  sia  tangente  . 

Si  circoscriva  ad  ognuna  delle  due  superficie  un  cilindro,  in  modo 
che  le  generatrici  dell’  uno  sicno  parallele  a  quelle  dell’  altro  ,  e  tro¬ 
vato  il  piano  tangente  ai  due  cilindri  sarà  pur  tangente  alle  proposte 
superficie  §.  202  .  Per  avere  il  piano  tangente  ai  due  cilindri  non  si  ha 
che  da  trovare  le  loro  traccie  sovra  un  piano  qualunque  ,  ed  indi  con¬ 
durre  una  tangente  comune  ad  ambedue  queste  curve  ,  la  quale  sarà  la 
traccia  del  richiesto  piano  . 

Corollario  .  Siccome  le  superficie  cilindriche  ,  circoscritte  alle  due 
superficie  proposte,  ponno  avere  infinite  direzioni  sempre  parallele  fra 
di  loro,  così  apparisce  chiaro  che  il  problema  avrà ,  generalmente  par- 
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landò  ,  infinite  soluzioni  .  Se  poi  una  delle  due  superficie  è  sviluppabile 
si  determina  il  numero  delle  soluzioni  del  problema  .  E  finalmente  se 
sono  ambedue  sviluppabili  la  quistione  diviene  in  generale  assurda  , 
perciocché  richiedesi  per  la  di  lei  possibili  ,  che  due  posizioni  dei  ri¬ 
spettivi  piani  generatori  si  confondano  insieme  . 

273.  Le  infinite  soluzioni  di  cui  è  suscettibile  il  problema  di  con¬ 
durre  un  piano  tangente  a  due  superficie  ,  sono  legate  insieme  dalla 
superficie  sviluppabile  che  le  involge  e  tocca  ambedue  .  Questo  è  chia¬ 
ro ,  perchè  ogni  piano  mobile  nello  spazio,  produce  sempre  V  invi¬ 
luppo  disvilapp abile  §.  73  .  Di  modo  che  dunque,  nell’ atto  stesso  che 
si  vanno  trovando  una  ad  una  le  soluzioni  del  primo  problema  ,  si 
risolve  eziandio  il  secondo  ,  perchè  ognuno  de’ piani  tangenti  determina 
una  generatrice  della  superficie  sviluppabile  circoscritta  ,  la  quale  ri¬ 
sulta  congiungendo  con  una  retta  i  due  punti  del  contatto  . 

§.  274»  Consideriamo  un  caso  particolare  ,  e  poniamo  sfèriche  le  due 
superficie  proposte  .  La  sviluppabile  circoscritta  diventa  conica  ,  e  di¬ 
venta  affare  di  lieve  momento  la  costruzione  grafica  de’  piani  tangenti  . 

Siano  (6')  —  (j)  f  [S')  —  (V)  ,  Fig.  1 14.  Tav.  XXXIX. ,  le  due  sfe-  fig.  1 14. 
re.  Tirate  le  tangenti  comuni  ai  circoli  in  ambedue  i  piani  coordinati 
si  determinerà  il  vertice  V — v  del  cono  circoscritto  alle  due  sfere. 

Per  questo  punto  deve  passare  ogni  piano  tangente  . 

Tiriamo  dunque  nel  piano  (II.)  una  retta  arbitraria  vo'  ,  e  poniamo 
eh’ essa  rappresenti  la  intersezione  di  un  piano  tangente  ,  con  quello  che 
pro]etta  i  centri  delle  sfere  in  (S)  ,  (V')  sul  piano  (I.) .  Questo  piano 
tangente  lo  sarà  altresì  di  due  coni  circoscritti  alle  sfere  ,  che  abbiano 
i  vertici  (V')  —  o' ,  (V)  — e'  §.  202  .  Dei  quali  le  traccie  sul  piano  (I.) 
avranno  i  centri  (S)  ,  (S')  ,  ed  i  raggi  uguali  al  ce ,  ho ,  come  indica 
chiaramente  la  figura  .  Descritte  dunque  queste  due  circonferenze  ,  e 
condottavi  la  tangente  comune  PQ ,  sarà  essa  la  traccia  de]  richiesto  piano 
tangente  §.  228  .  L’altra  traccia  del  medesimo  piano  deve  passare  per  a  , 
in  che  la  retta  V (S)  —  ve'  raggiunge  il  piano  (IL)  e  però  si  avrà 
determinata  nella  Qa  .  Volendo  individuare  i  punti  del  contatto  di  que¬ 
sto  piano  con  le  due  sfere  ,  si  replichi  la  medesima  costruzione  della 
Fig.  107.  Tav.  XXXVI.,  ed  appariranno  manifestamente,  come  si  è  in¬ 
dicato  nel  §.  248. 
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§.  275.  Problema  2.  Per  un  punto  dello  spazio  condurre  un  piano 
tangente  a  due  superficie  proposte. 

11  probi  ema  è  determinato,  e  non  si  ha  che  da  costituire  nel  punto 
dato  il  vertice  di  due  coni,  ciascuno  de’ quali  involga  e  tocchi  una  delle 
due  superficie  .  Un  piano  che  tocchi  ambedue  i  coni  toccherà  eziandio 
le  superficie  a  loro  inscritte  .  Si  faccia  pertanto  una  sezione  ai  due  coni , 
e  si  conduca  una  tangente  comune  a  queste  due  curve;  la  quale  col 
loro  vertice  determina  un  piano  tangente  ad  ambedue  le  superficie  . 

E  potrassi  evitare  la  descrizione  di  una  tangente  comune  a  due  cur¬ 
ve  ,  prevalendosi  della  superficie  sviluppabile  circoscritta  alle  due  pro¬ 
poste  invece  dei  due  coni  .  Ma  si  dovrà  allora  tirare  un  piano  tangente 
a  questa  superficie  ausiliaria  per  lo  dato  punto,  il  che  non  sarà  sem¬ 
pre  aliare  di  piu  lieve  difficoltà  dell’ altro. 

§.  276.  Se  le  due  superficie  siano  sferiche  ,  la  sviluppabile  circoscritta 
è  conica  ,  ed  avrà  il  suo  vertice  nella  retta  che  congiunge  i  centri  , 
il  quale  sarà  per  conseguenza  determinabile  immediatamente.  Il  piano 
tangente  dovrà  dunque  passare  per  la  retta  determinata  dal  vertice  del 
cono  e  dal  punto  dato  ,  cosicché  la  quislione  è  ridotta  a  condurre  per 
questa  retta  ,  ossia  per  un  dato  punto  ,  un  piano  tangente  alla  superficie 
del  cono,  la  quale  menomamente  non  differisce  dal  problema  del  §.  2,\\. 

I  coni  circoscrittibili  a.  due  sfere  sono  poi  due  ;  e  siccome  ad  ognu¬ 
no.  pel  punto  dato  si  possono  tirare  due  piani  tangenti  ,  così  quattro 
diventano  le- soluzioni  del  presente  problema  . 

§.  277.  Problema  3.  A  tre  date  superficie  condurre  il  piano  tangente. 

Nessuna  delle  tre  superficie  può  essere  sviluppabile  ,  altrimenti  il  pro¬ 
blema  diventa  impossibile. 

Nominiamo  dunque  (<r/) ,  (<r")  ,  (<r'")  le  tre  superficie  ,  ed  intendiamo* 
che  una  prima  superficie  sviluppabile  involga  e  tocchi  le  due  superfìcie 
[a-')  ,  [<r")  ,  una  seconda- pure  se  ne  immagini]  ad  involgere  nel  modo 
istesso  le  due  altre  superficie  (<r;) ,  (<r"') .  Si  descrivano  le  due  curve  di 
contatto- delle  superficie  ausiliario  con  la  (<r')  ,  le  quali  generalmente' 
parlando  si  taglieranno ,  e  si  potranno  determinare  i  loro  punti  comu¬ 
ni  .  I  piani  tangenti  alla  superficie  (<r')  nei  punti  suindicati  toccano  al¬ 
tresì  le  due  superficie  ((r") ,  e  per  conseguenza,  disciolgouo  il  que¬ 

sito  ,  e  la  ragione  ne  è  manifesta  . 
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Ognuno  ili  questi  piani  tocca  la  superficie  (<r'j  in  un  punto  nel  quale 
essa  è  toccata  dalle  due  ausiliare,  e  perciò  tocca  eziandio  le  medesi- 
sime  superficie  ausiliarie  .  Queste  poi  sono  sviluppabili  e  circoscritte 
una  alla  [<r")  ,  e  l’ altra  alla  (< r'") ,  dunque  il  piano  è  tangente  di  tutte 
tre  le  proposte  superfìcie  . 

Corollario  1.  La  cosa  procederebbe  di  pari  passo,  ed  il  piano  tan¬ 
gente  si  determinerebbe  operando  ugualmente  sovra  ognuna  delle  altre 
due  superficie  ,  come  si  è  fiuto  per  la  (<r'j  ,  di  guisa  che  dunque  il 
piano  non  solamente  tocca  le  due  sviluppabili  circoscritte  alle  (V) ,  (or"), 
ed  alle  (<r')  ,  (V") ,  ma  sibbene  quell’  altra  che  involge  le  due  (<r"),  . 

Corollario  2.  Non  è  difficile  a  comprendere  che  una  superficie  svi¬ 
luppabile  può  involgere  e  toccare  due  superficie  in  due  maniere  diver¬ 
se  :  prima  in  modo  che  le  dette  superficie  restino  circoscritte  dalla  me¬ 
desima  falda  ,  poi  alternamente  ,  cioè  una  da  una  falda  e  1’  altra  dall’  al¬ 
tra  falda  ,  il  che  deve  far  variare  il  numero  delle  soluzioni  del  proble¬ 
ma  competentemente  ad  ogni  caso  peculiare  .  Esaminiamo  il  piu  sem¬ 
plice  ed  il  più  interessante  . 

§.  278.  Siano  sferiche  le  tre  superficie,  e  designiamole  (S‘) ,  (S") , 

Tutte  le  sviluppabili  che  le  circoscrivono  due  a  due,  diventano  coni¬ 
che  coi  vertici  situati  nel  piano  dei  tre  centri  ;  ed  otto  soluzioni  con¬ 
sente  il  problema  .  Infatti  due  sono  i  piani  che  possono  toccare  le  tre 
sfere  esternamente  ,  ossia  comprendendole  in  un  medesimo  angolo  die¬ 
dro,  e  sei  alternamente,  cioè  in  modo  che  due  sfere  giacciano  in  uno 
degli  angoli  diedri  dei  due  piani,  e  l’altra  nel  suo  opposto. 

Corollario  .  Di  qui  si  vede  che  i  tre  vertici  dei  coni  circoscritti  ester¬ 
namente  saranno  in  linea  retta  ,  perchè  devono  trovarsi  sovra  ambedue 
i  piani  tangenti ,  vale  a  dire  nella  loro  scambievole  intersezione  ;  e  così 
dicasi  combinando  assieme  due  vertici  dei  coni  circoscritti  alternamen¬ 
te  ,  con  uno  di  quelli  che  abbracciano  le  sfere  esternamente. 

S-  279’  11  piano  della  Fig.  ii5.  Tav.  XXXIX.,  sia  quello  dei  cen-  Jìg,  1 15* 
tri  delle  tre  sfere  (N'j  ,  (N") ,  (N'"),  di  cui  A ,  B  ,  C  ne  sono  i  circoli 
massimi  .  I  vertici  dei  coni  circoscritti  alle  sfere  si  trovano  in  questo 
medesimo  piano  ,  e_  situati  rispettivamente  fra  di  loro  nel  modo  già 
indicato  ,  dal  che  ne  deriva  il  seguente  teorema  di  geometria  :  se  a 

sa  • 
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tre  circoli  A  ,  B  ,  C  descrìtti  in  un  piano  ,  si  conducano  le  tangenti 
esterne  presi  due  a  due ,  i  punti  D ,  E ,  F  del  rispettivo  concorso 
d  ogni  coppia  di  queste  tangenti  sono  costituiti  in  linea  retta  ;  c 
così  pure  se  ai  circoli  medesimi  si  tirino  le  tangenti  alterne  ,  i  tre 
nuovi  punti  d!  intersezione  G ,  H ,  1  saranno  due  a  due  in  linea  ret¬ 
ta  ,  con  uno  dei  tre  primi ,  nel  modo  che  indica  la  figura  . 


V 


PARTE  VI 


Dei  contatti  del  second’  ordine  . 


§.  280.  CjTkinta  la  Geometria  Descrittiva  a  questo  punto ,  Monge  la 
riguardava  compita  per  gli  Artisti  ,  ma  non  così  per  coloro  che  ab¬ 
biano  1’  obbligo  di  applicare  alle  arti  le  proprietà  più  generali  dell’  esten¬ 
sione  figurata  . 

Nè  certo  possono  andare  esclusi  da  questo  debito  gli  Ingegneri ,  de¬ 
stinati  che  sono  a  delle  opere  di  utilità  pubblica  .  Tracciamo  dunque 
rapidamente  ,  come  la  teoria  dei  contatti  del  second’ ordine  serva  mira¬ 
bilmente  a  discoprire  nelle  superficie  delle  proprietà  ancora  più  recon¬ 
dite  e  più  generali ,  di  quelle  che  abbiamo  discorse  sino  a  questo  punto  . 

§.  281.  Dividendo  le  superficie  •  per  famiglie  soggette  ad  un  istesso 
modo  di  generazione  abbiamo  potuto  dapprima  riconoscere  le  proprietà 
inerenti  a  questa  comunanza  .  Dappoi  tagliandole  con  dei  piani,  si  so¬ 
no  analizzate  più  minutamente  le  loro  forme  individuali  ,  rendendole  in 
qualche  modo  visibili  .  Finalmente  il  piano  messo  a  contatto  delle  altre 
superficie  ci  ha  fatto  conoscere,  se  così  è  lecito  d' esprimersi  ,  tutto  ciò 
che  le  più  indeterminate  possono  avere  di  comune  colla  più  semplice  : 
ci  ha  disvelate  tutte  le  proprietà'  delle  linee  e  delle  superficie  tangenti 
ed  involventi . 

Sostituendo  le  superficie  del  secondo  grado  a  quella  del  primo  si  può 
avere  un  contatto  più  intimo  ,  che  si  chiama  per  ciò  del  second ’  or¬ 
dine  ,  o  veramente  osculo  .  Per  opera  di  questo  secondo  grado  d’  acco¬ 
stamento  noi  potremo  discoprire  le  analogie  ,  le  rassomiglianze  ,  tutto 
ciò  insomma  che  le  più  generali  forme  della  estensione  aver  ponno  di 
eomune  colle  superficie  del  secondo  grado  ,  e  giungeremo  per  conse¬ 
guenza  sino  a  misurare  in  ogni  punto  la  curvatura  di  qualsivoglia  su¬ 
perficie  . 

§.  282.  Se  si  volesse  procedere  ai  contatti  più  elevati  bisognerebbe 
impiegare  delle  superficie  di  comparazione  del  terz’  ordine  ,  del  quarto  ecj 
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e  cosi  a  forza  di  crescere  il  grado  d’  avvicinamento  ,  si  finirebbe  coll’ ar¬ 
rivare  persino  alla  superficie  più  generale  ,  determinandone  rigorosamente 
la  figura  in  ciascuno  de’  suoi  punti  . 

Ma  se  anche  la  difficoltà  non  superasse  la  debolezza  delle  nostre  for¬ 
ze  ,  ciò  sarebbe  soverchio  pei  bisogni  delle  nostre  arti  ,  ove  può  dirsi 
che  non  1*  assoluta  esattezza  ,  ma  una  gagliarda  prossimazione  è  sempre 
sufficiente . 

LEZIONE  1, 

Delle  linee  osculatrici  fra  di  loro  , 

— — eeccc— — 

§.  28.3.  Due  linee  si  dicono  a  contatto  del  second’  ordine ,  qualora 
tre  dei  loro  punti  infinitamente  prossimi  ed  arbitrai]  coincidono  in¬ 
sieme  .  Nessuna  difficoltà  deve  insorgere  nel  concepire  come  possa  aver 
luogo  questo  particolare  rapporto  di  posizione  tra  le  due  linee  :  figu¬ 
riamocele  tangenti  in  un  punto  per  esempio  A ,  e  secanti  in  un  al¬ 
tro  B  ;  e  poi  figuriamo  ancora  che  una  di  loro  varii  in  tutti  i  modi 
possibili  ,  senza  che  si  distrugga  mai  il  contatto  in  A  ,  vale  a  dire  o 
che  ruoti  intorno  a  quell’  elemento  ,  o  che  cangi  di  grandezza  ,  o  che 
in  pari  tempo  si  operi  1’ uno  e  l’altro.  Per  alcuna  di  queste  vie  si 
potrà  sempre  ottenere  ,  che  il  punto  d’ intersezione  B  vada  muoven¬ 
dosi  sulla  curva  fissa,  ed  accostandosi  all’altro  A ,  col  quale  giungerà 
finalmente  a  coincidere  ;  ed  in  questo  rapporto  particolare  delle  due 
linee,  evidentemente  si  verifica  la  coincidenza  dei  tre  punti. 

§.  284*  Di  qui  si  vede  subito  ,  che  la  linea  retta  per  essenza  sua 
rimane  esclusa  da  questa  sorta  di  contatti,  perchè  tre  de’ suoi  punti 
non  hanno  una  posizione  arbitraria  ;  come  pure  che  le  linee  tutte  di 
secondo  grado  lo  ammettono  ,  avvegnaché  per  tre  punti  arbitrar]  si  può 
sempre  far  passare  ognuna  di  loro  .  Anzi  sarà  bene  di  avvertire  le  dif¬ 
ferenze,  che  passano  fra  le  une,  c  le  altre. 

Non  tutte  le  linee  di  secondo  grado  sono  determinate  da  un  egual 
numero  di  punti  :  tre  bastano  pel  circolo  ,  quattro  ne  ricerca  la  para- 


DEL  SECOND  ORDINE. 


175 

boia  ,  e  finalmente  di  cinque  ne  han  bisogno  1’  disse  ,  e  la  iperbola  . 
Cosicché  unico  e  determinato  è  il  circolo  osculatore  in  ogni  punto  di 
una  curva  ,  mentre  infinite  possono  essere  le  altre  linee  osculatrici  del 
secondo  grado.  E  fra  queste,  la  parabola  potrà  spingere  il  suo  con¬ 
tatto  sino  al  terz’  ordine;  la  elisse  e  la  iperbola  ancora  più  innanzi  , 
cioè  sino  al  quarto  y  d’ appresso  il  numero  diverso  di  punti  occorrevoli 
alla  determinazione  d’ognuna  di  queste  linee. 

§.  280.  Mostriamo  con  un  esempio  come  sono  strettamente  collega  te 
queste  verità  astratte  alle  più  utili  della  società  ,  e  del  commercio  .  Qua¬ 
lora  si  ha  bisogno  di  squadrare  una  figura  curvilinea,  o  di  cubare  un 
solido  generato  dalla  sua  rivoluzione,  e  che  questo  intento  non  si  può 
ottenere  colla  suprema  accuratezza  geometrica  ,  si  ha  ricorso  alle  de¬ 
terminazioni  prossimative ,  come  per  esempio  nel  misurare  l’area  dei- 
terreni  oppure  la  capacità  de’  recipienti  dei  liquidi  .  Le  quali  vie  ap¬ 
prossimative  consistono  nel  riguardare  gli  archetti  minimi  della  curva 
come  altrettanti  latercoli  rettilinei  ,  e  questa  prima  ipotesi  dà  sufficiente 
grado  di  approssimazione .  Considerando  poi  circolari  gli  archetti  me¬ 
desimi  si  ha  un  avvicinamento  tanto  maggiore  ,  perchè  il  circolo  può' 
avere  colla  curva  contatto  del  second’  ordine  .  Finalmente  calcolando 
gli  archetti  della  curva  come  parabolici  ,  nel  che  sta  il  metodo  del  Geo¬ 
metra  Simpson  (*)  ,  è  noto  che  si  ottengono  dei  risultati  ancora  più 
esatti ,  che  nelle  prime  due  ipotesi  .  E  la  ragione  dr  questo  vantaggio 
deriva  appunto  dall’  essere  suscettibile  la  parabola;  di  un  contatto  più 
intimo,  che  la  linea  retta  ed  il  circolo. 

Sebbene  il  geometra;  Inglese  non.  siasi'  curato  d’  impiegare  delle  pa¬ 
rabole  assolutamente  tangenti  sino  al  terz’  ordine,  ha  potuto  conseguire 
dei  risultati  più-  soddisfacenti  colle  parabole  semplicemente  osculatrici  ,, 
perchè  queste  si  accostano  alle  curve  tanto  piu  del  circolo  osculatore, 
di  quella  guisa  medesima,  che  tutti  vedono  una  circonferenza  tangente 
di  una  curva  esserle  tanto  più  prossima  della  retta  tangente . 

Chi  adoperasse  le  elissi  o  le  iperbole  osculatrici  giugnerebbe  a  dei 
risultati  ancora  più  rigorosi,  ed  il  massimo  grado  di  avvicinamento  per 


(*)  V.  Venturoli  .  Meccanica  N.  86. 
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opera  delle  linee  di  secondo  grado  ,  si  otterrebbe  da  queste  ultime  due  , 
qualora  fossero  adoperate  rigorosamente  a  contatto  di  quart’ ordine .  Ma 
l’utilità,  che  ricaverebbe  la  pratica  da  lato  dell’ approssimazione ,  non 
sarebbe  certamente  di  bastevole  compenso  alla  prolissità  e  complicazio¬ 
ne  de’  calcoli  . 

§.  286.  Teorema  1.  Due  o  più  linee,  che  siano  a  contatto  del  se- 
cond’  ordine  in  un  medesimo  punto  ,  hanno  comune  il  circolo  oscula¬ 
tore  in  quel  punto  . 

La  cosa  è  evidente ,  poiché  i  tre  punti  che  stabiliscono  il  contatto 
di  second’  ordine  fra  tutte  le  proposte  curve  ,  servono  eziandio  a  in¬ 
dividuare  il  rispettivo  circolo  osculatore  d’ ognuna  in  particolare  .  Ma 
per  tre  punti  non  può  passare  che  una  sola  circonferenza  ,  dunque  uni¬ 
co  è  il  circolo  osculatore  di  tutte  quante  le  linee  proposte  . 

§.  287.  Teorema  2.  Due  curve  osculatrici  si  projettano  secondo  del¬ 
le  linee  parimenti  a  contatto  di  second’  ordine  nella  proiezione  dell’  oscu¬ 
lo  obbiettivo  . 

Si  concepiscano  i  due  cilindri  projettanti  le  date  curve  ,  ed  è  evi¬ 
dente  cosa  che  essi  avranno  di  comune  i  tre  lati  ,  che  muovono  dai 
tre  punti  comuni  alle  due  curve  obbiettive  .  Dunque  le  traccie  di  que¬ 
sti  due  cilindri  sul  piano  di  projezione  saranno  due  linee  ,  che  pari- 
menti  avran  di  comune  i  tre  punti  d’  incontro  dei  lati  medesimi  ,  cioè 
saranno  due  linee  osculatrici  nel  punto  ,  nel  quale  si  projetta  1’  osculo 
obbiettivo  . 

Corollario  .  Siccome  tutte  le  linee  tracciate  sovra  i  due  cilindri  pro¬ 
jettanti  hanno  la  medesima  projezione,  cosi  apparisce  manifesto  come 
/  delle  linee  obbiettive  ,  le  quali  siano  del  tutto  separate  nel  loro  cor¬ 
so  ,  o  si  taglino  ,  o  si  tocchino  ,  possono  avere  le  projezioni  loro  a 
contatto  del  second’  ordine.  Le  due  curve  AA  ,  $r  tangenti  in  a/3,  le 
due  AA  ,  $'r'  secan  tisi  in  a,  e  le  due  AA ,  O'T"  che  non  hanno  pun- 
Jìg.i  16. to  alcuno  di  comune,  Fiq.  116,  si  projettano  tutte  quante  sul  pia¬ 
no  (n)  nelle  due  LAD  ,  CAF ,  che  si  osculano  nel  punto  A. 

Queste  diverse  posizioni  delle  obbiettive  ,  che  si  projettano  tutte  ugual¬ 
mente  sovra  un  piano  (ft)  ,  ci  verranno  poi  distinte  per  le  projezioni 
delle  medesime  linee  eseguile  sovra  un  altro  piano  .  Perciocché  quelle 
delle  due  AA,<E>r  saranno  semplicemente  tangenti  ,  e  quelle  delle  AA  ,  $'r' 
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saranno  secanti  ,  nel  punto  corrispondente  ad  A  ;  quelle  finalmente 
delle  due  AA  ,  $"r"  saranno  disgiunte  eziandio  in  quel  punto  che  ris¬ 
ponde  ad  A  . 


§.  288.  Problema  1.  Determinare  il  circolo  osculatore  di  una  qua¬ 
lunque  curva . 

Bisogna  necessariamente  dividere  la  questione  in  due  parti ,  e  comin¬ 
ciare  dalle  curve  piane  . 

Pel  punto  Q  ,  Fig.  117,  relativamente  a  cui  vuoisi  descrivere  il  c\T-Jig.iij. 
colo  a  contatto  del  second’  ordine ,  si  tiri  la  tangente  QT ,  e  la  nor¬ 
male  QN .  Assunto  nella  data  curva  un’altro  punto  qualunque  L  ,  si 
descriva  il  cerchio  QLN,  che  abbia  il  centro  sulla  normale  della  curva  , 
e  passi  pei  due  punti  Q ,  ed  L.  Egli  sarà  tangente  della  curva  mede¬ 
sima  nel  punto  Q  ,  e  secante  nel  punto  L  .  Facendo  variare  la  gran¬ 
dezza  di  questo  circolo  in  modo ,  che  il  centro  rimanga  sempre  nella 
normale  QN ,  e  la  circonferenza  passi  costantemente  pel  punto  Q ,  la 
posizione  del  punto  d’intersezione  Avarierà  corrispondentemente  sulla 
curva  .  Giunto  questo  punto  a  coincidere  con  quello  di  tangenza  Q , 
sarà  determinato  il  centro  ed  il  raggio  del  circolo  osculatore  della  cur¬ 
va  nel  punto  medesimo  . 

§.  289.  Per  le  linee  di  second’  ordine  il  circolo  osculatore  è  deter¬ 
minabile  geometricamente  d’  appresso  il  noto  teorema,  che  il  suo  rag¬ 
gio  è  uguale  al  quadrato  del  semidiametro  conjugato  a  quello  del 
punto  che  si  considera ,  diviso  per  la  distanza  di  questo  punto  dal 
diametro  sudetto .  (*) 

(*)  Questo  teorema  riguardante  il  raggio  di  curvatura  delle  linee  di  secondo 
grado  non  è  molto  comune ,  il  perchè  se  ne  reca  un  cenno  colla  presente  nota  . 


TJ  1  11  .  (  t  •+  <$>'  ) 

Per  mezzo  della  nota  espressione  — — - del  raggio  d’ osculo,  e  dell’ equa¬ 

zione  di  una  delle  due  linee  di  secondo  grado  che  hanno  centro  ,  per  esempio  dell* 
elisse  ,  y%  =  —  (aa  —  x1)  si  trova  di  leggieri  che  il  raggio  del  circolo  osculatore 
rispondente  a  qualsivoglia  punto  della  curva  ,  ha  la  generica  forma  \ 


cor- 
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jtg.  118.  Sia  AQQ' ,  Fig.  1  iB  ,  la  curva,  QT  la  tangente  del  punto  a  cui  si 
vuol  condurre  il  circolo  osculatocele  QN  la  normale.  Tirati  i  dia¬ 
metri  conjugati  CQ  ,  CA  ,  sarà  il  raggio  del  circolo  osculatore  nel 

_  x 

CA 

punto  Q  uguale  .  Condotta  dunque  la  tangente  A'T ,  fino  a  se¬ 
gare  la  QT  nel  punto  T,  costruito  il  triangolo  rettangolo  P77V', 
e  recato  A'  in  N  sulla  normale  medesima,  sarà  questo  punto  il  cen¬ 
tro  ,  ed  NQ  il  raggio  ,  del  circolo  che  oscula  in  Q  la  curva  . 

§.  290.  Venghiamo  adesso,  alla  seconda  parte  del  problema,  cioè  alle 
curve  di  doppia  curvatura  .  Pel  punto  a  cui  trattasi  di  condurre  il 
circolo  osculatore  intendasi  condotta  la  tangente  della  curva  ed  il  piano 
normale.  Preso  ad  arbitrio  un  altro  punto  nella  curva,  che  nomine- 


fig.l.ig.  Sia  l’ascissa  x  —  CP  ,  Fig.  119,  e  Q  per  conseguenza  il  punto  di  cui  /?  esprime  il 
raggio  di  curvatura  .  Sia  tirato  il  diametro  CQ ,  il  suo  conjugato  CS  ,  e  sopra  di  lui 
la  normale  QA  .  D’ appresso  i  due  notissimi  teoremi  contenuti  nelle  seguenti  due  equazioni 

a*  -4-  b%-=i  CQ  -f-  OS  ,  ab~CQ.  CS.  seti.  SCQ,- 
ed  il  triangolo  rettangolo  CAQ  clic  ne  dà  una  terza 

-  a 

CQ  ~  x*-*-y 

si  esprimono  subito  i'  due  diametri  conjugati  con  delle  funzioni  della  x 


- *  a x*  (  b*  —  a»  ) 

CS  = - - - - 

a*‘ 


e  la  normale  AQ)=  — -  .  Ora  evidentissimamente  risulta  R  = 

X  CS  AQ 

Rispetto  alla  parabola  poi  il  raggio  d’  osculo  è  sempre  uguale  a  mezzo  il  para¬ 
metro  del  punto  clic  si  considera  .  Questo  è  già  noto  ,  ma  si  può  anche  desumere  dalla 
figura  .  Il  parametro  di  ogni  punto  è  terzo  proporzionale  dopo  il  diametro  che  le  cor¬ 
risponde  ,  ed  il  suo  conjugato  r  cosicché  rispetto  al  punto  Q  ,  si  ha 

2  cs"  — .  CQ  n  PCQ 

p  —  ,  ossia  CS  =  p.  -  ,  e  dunque  R  = -  . 

UQ  2  2  AQ 

Pntendendio  ora  che  la  disse  si  trasformi  nella  parabola  ,  il  centro  se  ne  va  all’  infl— 
uiio  ,  c  però  tanto  QC  ,  clic  QA  diventano  iuGnile  .  Rimarrà  dunque  R  =  —  . 
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remo  A  ,  si  potrà  sempre  descrivere  un  circolo  ,  che  abbia  il  centro 
nel  piano  normale,  la  tangente  comune  con  quella  della  curva  ,  e  se¬ 
ghi  quest’  ultima  nel  punto  A  .  Possiamo  ancora  supporre  ,  che  il  cir¬ 
colo  varii  continuamente  ,  per  modo  che  il  punto  A  si  accosti  sempre 
più  al  punto  di  contatto  ,  e  finalmente  coincida  con  esso  lui  .  Allora 
evidentemente  il  circolo  diviene  osculatore  della  curva  . 

E  puossi  anche  poi  determinare  con  delle  costruzioni  lineari  la  po¬ 
sizione  e  la  grandezza  di  questo  circolo  .  Il  teorema  che  dimostrere¬ 
mo  qui  appresso  ,  §.  293.  ,  ci  servirà  di  scorta  a  questo  lavoro  . 

§.  291.  Fra  la  curva  e  la  circonferenza  osculatrice  non  può  mai 
passarne  verun’ altra  di  quelle,  che  toccano  la  curva  nel  punto  deir 
osculo  .  Figuriamoci  distinti  i  tre  punti  infinitamente  prossimi  ,  che 
costituiscono  il  contatto  del  second’ ordine  ;  ed  apparirà  subito  mani¬ 
festo,  che  tutte  le  circonferenze  tangenti,  non  passando  che  per  due 
di  que’  punti  ,  lasciano  da  una  parte  o  dall’altra  di  loro  medesime 
il  terzo  ,  cioè  tanto  la  curva  che  il  circolo  osculatore  . 

La  circonferenza  osculatrice  è  dunque  la  più  vicina  alla  curva  di 
tutte  le  infinite,  che  possono  toccarla  ,  e  per  conseguenza  o  la  mas¬ 
sima  di  quelle  che  la  toccano  internamente,  ovvero  la  minima  di  quelle 
altre  che  la  toccano  esternamente.  Per  giungere  a  questo  stato,  biso¬ 
gna  che  il  punto  L  vada  a‘  coincidere  col  punto  Q ,  Fig.  117  , 
questo  si  ottiene  ,  come  si  è  detto,  mediante  il  crescere  o  lo  scemare 
del  circolo  QNL .  Quando  vi  si  giunge  nel  primo  caso  ,  allora  è  che 
la  circonferenza  oscula  esternamente  la  curva  ;  e  nel  secondo  ,  che  è 
quello  indicato  dalla  figura ,  succede  il  contrario ,  rimanendo  interna  la 
circonferenza  osculatrice  . 

§.  292.  Di  tutte  le  circonferenze  che  possono  toccare  una  curva  , 
essendo  la  osculatrice  quella  che  vi  si  accosta  più  di  ogn’  altra  ,  viene 
ad  avere  eon  lei  la  maggiore  conformità  di  curvatura,  e  perciò  se  ne 
vale  a  misurare  il  grado  di  curvezza  della  curva  medesima  .  Per  que¬ 
sto  motivo  il  centro  ed  il  raggio  del  circolo  osculatore  ,  si  chiamano 
anche  centro  e  raggio  di  curvatura  delle  linee  . 

§.  293.  Teorema  3.  Eseguite  le  projezioni  di  una  curva  sopra  due 
piani  coordinati  ,  che  siano  paralleli  ad  una  delle  sue  tangenti  ,  il  rag¬ 
gio  del  circolo  osculatore  corrispondente  al  punto  di  contatto  è  ugua- 
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le  all’  altezza  di  un  triangolo  rettangolo  ,  che  al)bia  per  cateti  i  due 
raggi  osculatori  delle  projezioni . 

Per  maggior  comodo  prendiamo  addirittura  la  tangente  della  curva 
Jig. 1 20. per  intersezione  de’ piani  coordinati,  e  sia  T ,  Fig.  120.  Tav.  XL.  , 
il  punto  di  contatto  . 

Siano  descritte  le  projezioni  gTk  —  GT ...  .  della  proposta  linea  , 
ed  a  queste  curve  siano  condotti  i  rispettivi  circoli  osculatori  FTA ,  The. 
Finalmente  siano  descritte  le  projezioni  Tpt'p' —  TPT' ...  del  cir¬ 
colo  osculatore  della  curva  obbiettiva  ,  le  quali  saranno  due  elissi  co¬ 
gli  assi  maggiori  uguali  tra  loro,  perchè  un  circolo  si  projetta  sempre 
in  una  disse  coll’  asse  maggiore  uguale  al  diametro  del  circolo  obietti¬ 
vo  §.  53.  Gli  assi  maggiori  di  queste  due  elissi  saranno  poi  paralleli 
alla  MX ,  perchè  il  piano  del  circolo  obbiettivo  passa  per  questa  retta. 

Preparala  in  tal  modo  la  figura  apparisce  subito,  che  la  disse  TPT'... 
dev’essere  a  contatto  di  second’ ordine  colla  curva  GT .  .  .  ,  perchè 
sono  le  projezioni  di  curve  scambievolmente  osculatrici  ;  come  pure  che 
il  circolo  FTA  ,  essendo  osculatore  della  curva  GT  .  .  .  deve  toccare 
in  egual  modo  anche  la  disse  TPT'  .  .  .  §.  286. 

Ma  in  grazia  del  §  289.  risulta 

PS  =  ~ps  —  TS  .  TF  —  Ts.  Te 

cosicché  dunque  il  raggio  del  circolo  osculatore  della  curva  obbiettiva 
è  medio  proporzionale  fra  la  sua  projezione  ,  ed  il  raggio  del  circolo 
osculatore  della  projezione  della  curva,  in  ognuno  de’ piani  coordinati. 

Dalla  quale  proposizione  deriva  immediatamente  1’  enuncialo  teore¬ 
ma  .  Si  rechi  Te  in  7V ,  si  compia  il  triangolo  rettangolo  FTe're 
finalmente  si  conduca  la  7s  normale  sull’  ipotenusa  .  Questa  sarà  la 
lunghezza  del  raggio  d’  osculo  della  curva  obiettiva  ,  il  che  è  evidentis¬ 
simo  facendo  ruotare  il  triangolo  FTe'  intorno  FT ,  e  disporsi  perpen¬ 
dicolare  ai  piani  coordinali  .  AHora  si  vede  chiaramente  che  TS  ,  Ts 
sono  le  projezioni  di  7’s  ,  la  quale  è  media  propor  ionale  tanto  fra 
TF  ,  e  TS ,  quanto  fra  Te  ,  e  Tir,  cioè  fra  la  propria  projezione ed 
il  raggio  del  circolo  osculatore  (fella  projezione  della  curva ,  in  ognuno 
de’  piani  coordinati ,  che  è  la  condizione  già  notata  . 
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Corollario .  Dalla  figura  si  ha  immediatamente 

Tz  —TF.  TS  ,  ossia  Tz  =  TF^L, 

7  22 

fa  qual*  equazione  tradotta  in  linguaggio  trigonometrico  significa  ,  che 
il  raggio  (V  osculo  di  una  curva  è  uguale  a  quello  della  sua  pro¬ 
iezione  sopra  un  piano  tangente  ,  moltiplicato  pel  cosseno  dell  in¬ 
clinazione  fra  il  piano  del  circolo  osculatore  e  quello  di  projezione  . 

§.  29/j.  Adesso  resta  aperta  la  strada  a  poter  descrivere  le  projezioni 
del  circolo  osculatore ,  e  della  normale  di  una  curva ,  sopra  qualsivoglia 
sistema  di  piani  coordinati ,  mediante  la  permutazione  de’  piani  stessi .  Col 
quale  artifizio  viene  a  potersi  risolvere  effettivamente  il  problema  del 
§.  290.  come  pure  l’altro  di  descrivere  la  normale  di  qualsisia  curva. 

§.  295.  Teorema  4-  Eseguite  le  projezioni  di  una  curva  sopra  dei 
piani  coordinati  ,  che  siano  paralleli  ad  una  sua  normale  ,  il  raggio 
osculatore  ivi  corrispondente  è  uguale  alla  somma  dei  raggi  osculatori 
delle  due  projezioni  . 

Siano  NF — ne  ,  Fig.  12 1  ,  le  projezioni  della  normale  ,  parallele  fig.  tr¬ 
aila  intersezione  de’ piani  coordinati  ,  e  supponendo  eseguite  le  proje¬ 
zioni  della  curva  ,  siano  NAF ,  nòe  i  due  circoli  osculatori  di  queste 
linee  nei  punti  N,n. 

Il  circolo  osculatore  della  curva  obbiettiva  nel  punto  IV —  n  si  prò- 
jetterà  in  due  elissi ,  cogli  assi  maggiori  posti  sulle  NF,ne ,  ambidue 
uguali  al  suo  diametro  ,  e  cogli  assi  minori  posti  in  una  retta  nor¬ 
male  alla  MX .  Ciascuno  di  questi  secondi  diametri  è  la  projezione 
di  quel  diametro  del  circolo  osculatore  y  che  si  dirige  perpendicolare 
alla  MX. 

Ora ,  per  grazia  dei  §§.287.  286.,  queste  due  elissi  saranno  rispet¬ 
tivamente  osculatrici  dei  due  circoli  NAF ,  nae  . 

Dunque  il  semiasse  maggiore  di  queste  elissi  sarà  uguale  al  quadrato 
dèi  semiasse  minore  diviso  pel  raggio,  NF  ovvero  ne ,  §.  289.  Che  è 
quanto  dire  ,  che  il  raggio  d’ osculo  obbiettivo  è  terzo  proporzionale 
dopo  il  raggio  d’  osculo  della  projezione  della  curva  ,  e  la  projezione 
di  quel  raggio  del  circolo  osculatore ,  che  si  trova  normale  alla  scam¬ 
bievole  intersezione  de’ piani  coordinati  . 
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Sia  pertanto  trasportata  ne  in  prolungamento  di  NF ,  e  sulla  som¬ 
ma  EF  di  queste  due  rette  ,  presa  come  diametro  ,  sia  descritto  un 
cerchio.  Dal  punto  II  si  tirino  le  due  corde  HF ,  HE  ;  indi  si  rechi 
il  semicerchio  EIIF  nella  posizione  FE'II' ,  tale  che  la  corda  FU'  sia 
perpendicolare  alla  MX ,  e  finalmente  s’ intenda  ruotare  intorno  della 
medesima- corda  per  un  quarto  di  rivoluzione.  Pervenuto  in  tale  ma¬ 
niera  perpendicolare  a’ piani  coordinati ,  si  vede  manifestamente  che  la 
retta  FÉ' ,  perpendicolare  alla  MX ,  si  projetta  nelle  FU' ,  ITE'  ;  ed 
inoltre  eh’ essa  è  terza  proporzionale  tanto  dopo  FN' ,  FU'  ,  quanto 
dopo  E'N',  E'U’ . 

Dunque  la  retta  FE  soddisfa  le  condizioni ,  che  abbiamo  riscontrate 
per  caratteristiche  del  raggio  osculatore  della  curva  obbiettiva  ;  e  per 
conseguenza  egli  sarà  uguale  alla  retta  medesima,  cioè  alla  somma  dei 
raggi  osculatori  delle  due  projezioni  della  proposta  curva  . 

Corollario  .  Avendosi  E'F  :  FU':  :  FIT  :  FN' ,  sarà  eziandio 

E  F  :  FN'  :  :  FIT  :  F\‘  :  :  EF  :  FU' 

FN'  ,  ... 

e  per  conseguenza  E'F  —  -pjp  equazione  contiene  in  termi- 

Te 

ni  trigonometrici  il  seguente  teorema  :  nel  punto  in  cui  la  normale 
di  una  curva  è  parallela  al  piano  di  projezione  ,  il  raggio  oscu¬ 
latore  della  curva  è  uguale  a  quello  della  sua  projezione  ,  diviso 
pel  quadrato  del  cosseno  (1  inclinazione  del  piano  dell ’  osculo  col 
piano  di  projezione  . 

LEZIONE  2. 

Delle  linee  e  delle  superficie  che  si  osculano 

§.  290.  Il  grado  d’avvicinamento  ,  che  possono  avere  le  linee  e  le 
superficie  a  scambievole  contatto  ,  si  misura  sempre  dal  numero  de’ pun¬ 
ti  arbitrarj  ed  infinitamente  prossimi  in  che  coincidono  .  Abbiamo  ve- 
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tlulo  che  due  costituiscono  il  contatto  del  prim’ ordine  ;  ed  uno  di  più 
ne  ricerca  quello  dell’  ordine  secondo  . 

§.  297.  Da  questa  definizione  deriva  immediatamente,  che  la  super¬ 
ficie  del  prim’  ordine  è  suscettibile  di  avere  un  contatto  di  second’  or¬ 
dine  colle  linee ,  perchè  tre  punti  si  richiedono  alla  sua  determinazio¬ 
ne  .  Dunque  il  piano  osculatore  delle  curve  coincide  col  piano  del  cir¬ 
colo  osculatore  ,  postocchè  ambitine  hanno  tre  punti  infinitamente  pros¬ 
simi  ed  arbitrari  comuni  colla  curva  .  E  perciò  si  potrà  condurre  il 
piano  osculatore  in  ogni  punto  di  una  curva  ,  coll’  operazione  medesi¬ 
ma  ,  che  ha  valso  per  determinare  il  circolo  osculatore  §§.  288  ,  290. 

Le  superficie  del  secondo  grado  possono  avere  colle  linee  dei  con¬ 
tatti  sempre  più  elevati  ,  a  misura  che  si  richiede  un  maggior  numero 
di  punti  per  la  loro  determinazione ,  il  quale  ,  giusta  la  speciale  teo¬ 
ria  di  queste  superficie  7  potrà  giugnere  sino  all’ ottavo  grado  .  La  sfera 
verbigrazia  è  suscettiva  di  toccare  le  linee  sino  al  terzo  grado  di  av¬ 
vicinamento  . 

§.  298.  Le  tangenti  di  una  curva  considerate  consecutive  sono  costi¬ 
tuite  in  una  superficie  sviluppabile  ,  di  cui  essa  ne  è  la  linea  di  re¬ 
gresso  §.  67.  Ogni  piano  tangente  della  superficie  sviluppabile  è  de¬ 
terminato  da  due  generatrici  consecutive  §.  2o3.  ,  cioè  da  due  tangenti 
della  linea  di  regresso  ,  e  per  conseguenza  contiene  tre  punti  consecu¬ 
tivi  della  delta  linea  :  esempigrazia  nella  Fig.  2Ò.  Tav.  V.  ,  il  piano  fg.25. 
P'M'N' ,  determinato  dalle  due  generatrici  consecutive  M'N' ,  M"N"  7 
è  tangente  della  superficie,  e  contiene  i  tre  punti  infinitamente  pros¬ 
simi  R ,  R' ,  R"  della  linea  di  regresso  .  Dunque  il  piano  P'M'N*  % 
osculatore  della  curva  RR’R" . .  .  }  e  la  superficie  sviluppabile,  essen¬ 
do  il  luogo  geometrico  delle  intersezioni  successive  di  tutti  i  piani 
osculatori  della  curva  ,  sarà  essa  medesima  osculatrice  della  curva  in 
ogni  punto  . 

Considerando  un  quarto  punto  consecutivo  ai  primi  tre,  resterà  de¬ 
terminata  la  sfera  ,  che  ha  contatto  del  terz’  ordine  colla  curva  .  Il  di 
lei  centro  e  il  di  lei  raggio  ,  che  impareremo  a  determinare  nella  se¬ 
guente  Lezione ,  si  chiamano  centro ,  e  raggio  di  curvatura  sferica  , 
della  linea  . 

§.  299,  Ora  potiamo  ,  ed  è  bene ,  formarsi  un  giusto  concetto  delle 
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curve  di  doppia  curvatura  ,  poiché  questa  medesima  denominazione 
vi  si  oppone  diametralmente  .  La  curvatura  di  loro  è  unica  come  per 
le  curve  piane  ,  ed  il  prodursi  che  l'anno  dada  scambievole  sezione  di 
due  superficie  curve  ,  punto  non  le  reca  una  curvatura  ,  che  rigoro¬ 
samente  si  possa  chiamare  doppia  ,  al  modo  istesso  che  uu  corpo  in¬ 
vestito  da  due  forze  non  ubbidisce  nè  all’  una  nè  all’  altra  . 

Per  ogni  punto  delle  curve  di  doppia  curvatura  unico  è  il  circolo 
osculatore  §.  290.  Posto  che  dunque  la  curvatura  delle  linee  si  mi¬ 
sura  per  ministero  di  questo  circolo,  soltanto  in  questo  senso,  e  non 
altrimenti  ,  può  dirsi  che  la  linea  sia  curva  ,  quantunque  il  piano  di 
questa  curvatura  varii  da  punto  a  punto  ,  in  modo  da  generare  la  su¬ 
perficie  sviluppabile  discussa  nell’ antecedente  paragrafo.  Anzi  presen¬ 
temente  suolsi  chiamare  angolo  di  curvatura  quello  che  comprendo¬ 
no  due  elementi  rettilinei  consecutivi  ,  ed  angolo  di  torsione  quello 
sotto  cui  si  congiungono  due  elementi  circolari  ,  ossia  gli  angoli  for¬ 
mati  dai  piani  osculatori  considerati  consecutivamente  .  Per  tal  guisa  le 
linee  piane  possono  essere  definite  quelle  per  le  quali  è  nullo  l’an¬ 
golo  di  torsione  . 

§.  3oo.  Teorema  1.  La  linea  di  minima  distanza  ,  che  si  può  de¬ 
scrivere  sovra  una  superficie  tra  due  punti ,  ha  tutti  i  suoi  piani  oscu¬ 
latori  normali  alla  superficie  medesima  . 

In  effetto  le  lince  di  questa  condizione  si  possono  tracciare  sovra  le 
superficie  mediante  un  filo  ,  che  vi  si  adatti  liberamente  §.  80.  Con¬ 
sideriamo  due  elementi  consecutivi  di  questa  linea  ,  e  supponiamo  che 
il  filo  disteso  nei  rispettivi  loro  prolungamenti  ,  venga  investito  da 
due  forze  uguali  e  contrarie  ,  agenti  nella  medesima  loro  direzione  . 
Per  tale  ipotesi  il  filo  non  può  deviare  dall’  originaria  sua  positura  , 
e  la  risultante  di  queste  due  tensioni  agirà  nel  loro  proprio  piano ,  (*) 
vale  a  dire  nel  piano  d’  osculo  della  curva  .  Essendo  poi  uguali  le  due 
tensioni  ,  la  direzione  della  loro  risultante  dividerà  a  mezzo  1’  angolo 
formato  dai  due  elementi  consecutivi  ,  (**)  vale  a  dire  sarà  normale 


(*)  Veuturoli  .  Meccanica  N.  1 4- 

(**)  Id.  ibìd.  N.  *5. 
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alla  curva  .  Dovrà  poi  aneli’  essere  perpendicolare  alla  superficie  ,  in 
che  è  descritta  la  curva  ,  altrimenti  la  forza  risultante  non  verrebbe 
totalmente  distrutta  dalla  resistenza  della  medesima  superficie  ,  e  re¬ 
sterebbe  attiva  una  porzione  di  questa  forza  ,  che  devierebbe  il  filo 
dalla  linea  secondo  la  quale  vi  si  adatta  liberamente  .  Dunque  il  pia¬ 
no  osculatore  della  linea  di  minima  distanza  ,  che  passa  per  la  dire¬ 
zione  della  risultante  delle  due  indicale  forze  ,  è  normale  alla  superficie. 

§.  3oi.  Teorema  2.  Sviluppando  una  superficie,  la  linea  di  regres¬ 
so  si  trasforma  in  ini'  altra  linea  che  ha  la  medesima  curvatura  . 

Nel  disviluppameulo  delle  superficie  ogni  piano  tangente  ruota  d’ in¬ 
torno  la  intersezione  del  suo  consecutivo  sino  ad  immedesimarsi  con 
lui  §.  72.  Ma  ogni  piano  tangente  delle  superficie  sviluppabili  è  oscu¬ 
latore  della  linea  di  regresso  §.  298  ,  e  però  Y  operazione  dello  svi¬ 
luppo  non  fa  che  annullare  tutti  gli  angoli  di  torsione ,  della  stessa 
linea  di  regresso.  Gli  angoli  di  curvatura  poi  rimangono  integri ,  per¬ 
chè  sono  descritti  uno  ad  uno  in  codesti  piani  .  Dunque  la  linea  di 
regresso  ,  nel  trasformarsi  che  fa  collo  sviluppo ,  non  cambia  curvatura, 
la  quale  rimane  la  medesima  anche  per  la  sua  trasformala  . 

Corollario  .  Sa  la  linea  di  regresso  avesse  il  raggio  di  curvatura 
costante  ,  come  per  esempio  le  eliche  ,  la  sua  trasformata  nel  piano 
dello  sviluppo  sarebbe  un  circolo  ,  perchè  tra  le  curve  piane  questa  è 
1’  unica  di  costante  curvatura  .  Ora  dunque  per  mezzo  di  questa  pro¬ 
prietà  si  potrebbe  eseguire  facilmente  lo  sviluppo  dell’elicoide  §.  ii5. 

§.  3o2.  Teorema  3.  Una  linea  ,  e  la  sua  projezione  descritta  so¬ 
pra  un  piano  che  la  osculi  ,  hanno  comune  il  circolo  osculatore  nel 
punto  di  contatto;  e  sopra  un  piano  coordinalo  a  questo,  la  proje¬ 
zione  della  linea  medesima  ha  infinito  o  nullo  il  raggio  di  curvatu¬ 
ra ,  corrispondente  a  quel  punto. 

La  curva  obbiettiva  viene  ad  avere  tre  punti  infinitamente  prossi¬ 
mi  ,  che  coincidono  col  piano  (I.j,cioè  colia  medesima  sua  projezione. 
Sono  dunque  a  contatto  di  second’  ordine  queste  due  curve  ,  e  per¬ 
ciò  hanno  il  medesimo  circolo  osculatore  . 

Sopra  il  piano  (11.)  il  (I.)  si  projelta  in  una  linea  retta  ,  la  qua¬ 
le  per  conseguenza  conterrà  la  projezione  di  que’ tre  punti,  che  1’ ob¬ 
biettiva  ha  comuni  col  piano  (l.J  Dunque  la  projezione  della  nostra 
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obbiettiva  sul  piano  (II.)  sarà  una  curva  ,  con  tre  punti  infinitamente 
prossimi  posti  in  linea  retta  ,  cioè  una  curva  che  in  questo  punto 
sarà  dotata  di  un  Jlesso  o  di  un  regresso  ,  ed  a  cui  per  conseguen¬ 
za  corrisponderà  un  raggio  di  curvatura  infinito  o  zero  . 

§.  3o3.  Per  distinguere  l’uno  dall’altro  caso,  si  rifletta  che  le  due 
tangenti  consecutive  della  curva,  costituite  nel  piano  osculatore,  com¬ 
prendono  un  angolo  infinitesimo  ,  e  per  conseguenza  le  projezioni  dei 
due  elementi  della  curva  ,  determinati  dai  tre  punti  consecutivi  ,  non 
possono  mai  sovrapporsi  1’ una  all’altra,  a  meno  che  il  piano  (II.)  non 
sia  perpendicolare  alluna  o  all’altra  tangente.  Dunque,  riscattando 
questo  nostro  ragionare  dagli  ideali  concetti  dell’infinitesimo,  si  vede 
che  in  quel  punto  singolare  la  curva  di  proiezione  non  può  ripiegarsi 
in  senso  contrario,  se  non  quando  il  piano  (II.)  è  normale  alla  tan¬ 
gente;  e  per  conseguenza  in  quest’ unica  posizione  del  piano  (li.)  quel 
punto  sarà  di  regresso  ,  in  tutte  le  altre  di  Jlesso  .. 

Quando  la  curva  obbiettiva  ,  immediatamente  prima  e  dopo  il  pun¬ 
to  dell’ osculo  ,  scorra  a  parti  opposte  del  piano  osculatore  ,  che  è  il  (I.) 
de’ coordinali ,  la  projezione  sul  piano  (II.)  di  questo  punto  di  contatto 
sarà  un  punto  di  Jlesso  contrario  ,  oppure  un  regresso  della  prima  spe¬ 
cie  ;  c  qualora  la  obbiettiva  si  mantenga  da  una  medesima  parte  del 
pia  no  osculatore  tanto  prima  che  dopo  il  contatto  ,  la  projezione  di 
questo  punto  sul  piano  (li.)  è  un  regresso  della  seconda  specie  , 
oppure  un  amplesso  (*) .  Quivi  la  projezione  della  curva  ha  contatto 
di  second’ ordine  colla  linea  retta,  ba  il  raggio  di  curvatura  infinito, 
ma  di  qua  e  dilla  da  questo  punto ,  essa  non  torna  in  dietro  come 
nei  regressi ,  nè  cambia  senso  di  curvatura  come  nei  Jlessi^  ma  scor¬ 
re  nella  guisa  stessa  ,  che  prima  e  dopo  i  contatti,  ordinarj  .  Nei  Jlessi  e 
nei  regressi  della  prima  specie ,  il  raggio  di  curvatura  dopo  di  es¬ 
sere  giunto  all’  infinito  retrocede  ,  passando  dallo  stato  positivo  al  ne¬ 
gativo  ;  e  negli  amplessi  ,  come  nei  regressi  della  seconda  specie , 
retrocede  senza  passare  da  uno  stato  all’  altro  . 

§.  3o4-  L’  ultimo  teorema  del  §.  3o2.  non  è  clic  un  caso  partico- 


(*)  Per  questa  dcnotniiiaziouc  vedi  Lacroix  .  Calciti  differentiel  et  integrai . 
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lare  dei  due  spiegati  nell’  antecedente  Lezione  a’  §§.  293.  ,  29$.  e  le 
modificazioni  notate  in  appresso  §.  3o3.  vi  si  adattano  puntualmente  . 

Si  consideri  dapprima  la  Fig.  120  ,  ammettendo  che  il  piano  (I.)  di- Jìg.iio 
venga  osculatore  della  curva  obbiettiva  .  In  questa  combinazione  Ti  de¬ 
ve  ridursi  uguale  TF ,  e  perchè  tanto  accada  fa  mestieri  che  Fe'  di¬ 
venga  verticale,  cioè  Te'  infinita.  Nel  caso  poi  della  Fig.  1 21.  il  rag- Jig.121 
gio  dell’  osculo  obbiettivo  FE'  deve  uguagliarsi  a  quello  FN'  della  pro¬ 
iezione  ,  e  tanto  succede  annullandosi  la  E'N[ . 

LEZIONE  3. 

Delle  evolute  e  delle  evolventi . 

— —cocce— 

§.  3o5.  Prima  di  entrare  nella  materia  di  questa  Lezione  è  neces¬ 
sario  di  vedere  come  in  altro  modo  diverso  da  quello  del  §.  288.  si 
possa  determinare  il  circolo  osculatore  delle  curve. 

Si  consideri  la  linea  KAD ,  Fig.  122.  Per  un  di  lei  punto  A  sia  Jig.y-ii 
condotto  il  piano  normale  MNOP  ,  e  così  per  un  altro  a  ,  infinita¬ 
mente  prossimo  ad  A ,  sia  tirato  il  piano  normale  mnOP  .  Questi  due 
piani  si  taglieranno  in  qualche  retta  OP ,  che  sarà  l’asse  del  cerchio 
di  cui  l’arco  infinitesimo  Aa  può  supporsi  far  parte,  di  maniera  che , 
conducendo  da’  punti  A  ,  a  delle  perpendicolari  sulla  OP  queste  la 
incontreranno  in  uivmedesimo  punto  G,  e  risulteranno  uguali  fra  di 
loro,  cioè  sarà  G  il  centro  del  circolo  a  cui  appartiene  l’archetto  Aa. 

Tutti  gli  altri  punti  g  ,  g'  ec.  della  retta  OP  saranno  ad  uguale  di¬ 
stanza  dell’  arco  Aa  ,  e  ne  costituiranno  tutti  i  suoi  poli  ,  di  modo 
che  conducendo  due  rette  gA  ,  ga  saranno  uguali  scambievolmeule  ,  e 
formeranno  colf  asse  degli  angoli  AgP  ,  agP  parimenti  uguali  tra  di 
loro  .  Il  centro  G  di  curvatura  dell’  elemento  Aa  è  quello  de’  suoi 
poli ,  che  ne  dista  minimamente  .  Tutto  questo  è  noto  dalla  Geome¬ 
tria  più  elementare  ,  posto  che  nel  limite  si  può  considerar  circolare 
qualunque  archetto  infinitesimo  di  curva  . 

Dunque,  se  si  tratti  di  definire  la  curvatura  della  linea  KAD  al 

a4  * 
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punto  A  bisogna  indispensabilmente  conoscere  la  lunghezza  AG  del 
raggio  d’ osculo,  e  se  si  tratti  d’assegnare  il  senso  della  curvatura  bi¬ 
sogna  altresì  conoscere  la  posizione  di  questo  punto  G  relativamente 
alla  curva  .  Ma  se  si  tratti  semplicemente  di  descrivere  il  piccolo  ar¬ 
co  Aa  ,  qualunque  punto  della  retta  PO  può  servire  ugualmente  , 
perchè  basta  far  girare  qualsivoglia  dtdle  rette  AG,Ag  ec.  d’intorno 
l’ asse  PO  . 

§.  3o6.  Teorema  i.  Una  linea  quale  si  sia  ha  infinite  evolute  di 
se  medesima  . 

te*  123.  Si  venga  a  ragionare  sulla  K/g.  ia3  ,  che  dimostra  una  serie  di 
piani  (n),(n'),(n"),(  IT")  ec.  normali  alla  curva  KAD  nei  punti 
consecutivi  A  ,  A'  ,  A"  ,  A"'  cc.  Lo  spazio  inviluppalo  da  tutti  que¬ 
sti  piani  presenta  una  superfìcie  sviluppabile  ,  dì  cui  le  generatrici 
OPyOP'^O'P'  ec.  sono  rispettivamente  il  luogo  geometrico  de’ poli 
degli  archetti  A  A'  ,  A' A"  ,  A"  A'"  ec.  La  superficie  sviluppabile  sarà 
dunque  il  luogo  geometrico  di  tutti  i  poli  della  curva  KAD  ,  che  per 
questo  si  chiama  supeijicie  de'  poli  della  curva. 

Pel  punto  A  si  tiri  nel  corrispondente  piano  normale  (n)  una  ret¬ 
ta  Ag  con  direzione  adatto  arbitraria  .  Essa  incontrerà  la  generatri¬ 
ce  OP  in  qualche  punto  g ,  sicché  nel  consecutivo  piano  (n')  si  po¬ 
trà  condurre  lina  retta  A'g  .  Questa  taglierà  la  generatrice  O  P'  in 
qualche  punto  g' ,  il  quale  servirà  a  dirigere  nel  piano  (ri")  una  ret¬ 
ta  A"g'  ,  e  così  via  di  seguito  .  La  curva  gg'g'  ...  è  una  evoluta  del¬ 
la  KAD  ,  primo  perchè  tutte  le  rette  Ag  ,  A'g'  cc.  sono  tangenti 
della  curva  gg'g"...  §.  187.;  secondo  perchè  sc..si  concepisce  la  pri¬ 
ma  retta  Ag  ruotare  intorno  al  punto  g,  per  venire  ad  applicarsi  so¬ 
pra  la  seconda  A'gg' ,  essa  non  cesserà  mai  in  questo  movimento 
d’  essere  tangente  alla  curva  gg'g"g" . ed  il  suo  estremo  A  ,  do¬ 

po  aver  descritto  1  arco  infinitesimo  A  A'  ,  si  confonde  colf  estremi¬ 
tà  A'  della  tangente  consecutiva.  Clic  si  faccia  girare  nell’  egnal  mo¬ 
do  la  seconda  tangente  ,  la  terza  ec.  ,  e  verrà  percorsa  successiva  mente 
tutta  la  curva  KAD  ,  perchè  in  lei  si  riscontrano  tutti  i  caratteri  ri¬ 
chiesti  dalla  geometria  a  quest’  ufficio  .  Ma  la  direzione  della  prima 
retta  Ag  è  stata  presa  arbitraria  ,  e  secondo  qualunque  altra  direzio¬ 
ne  che  si  fosse  condotta  nel  piano  normale  (n)  si  sarebbe  trovata  un 
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evoluta  diversa  dalla  gg'g"  .  .  .  ,  dunque  una  linea  qualunque  ha  in¬ 
finito  evolute  ;  le  quali  sono  tutte  costituite  nella  superficie  polare 
dell*  1  inea  medesima  .. 

Corollario.  Il  sistema  delle  rette  consecutive  Ag^A'g’^  A"g"  ec.  è 
allogalo  in  una  superficie  sviluppabile,  che  contiene  la  evoluta  ss' £>'■ 
e  la  evolvente  A  A' A"  A'"  .  . Ciascuna  generatrice  di  questa  superfi¬ 
cie-  sviluppabile  è  tangente  alla  superficie  polare,  e  perpendicolare  alla 
curva  evolvente,  ed  è  patente  che  vi  è  una  infinità  di  queste  superfi¬ 
cie  sviluppabili,  le  quali  si  taglian  tutte  fra  di  loro  nella  curva  evolvente. 

§.  307.  Teorema  2.  Una  curva  quale  si  sia  è  evoluta  d’  infinite 
evolventi  .. 

Non  ha  bisogno  per  cosi  dire  d’  alcuna  dimostrazione  questa  verità  . 

Caino  il  punto  Ar  Fig.  123.  ,  svolgendosi  la  tangente  Ag  dalla  curva  fig.  123 
ggig"  ...  ,  descrive  la  evolvente  AA'A"A“'....,  così  qualunque  altro 
punto  della  tangente  percorre  un  altra  linea  evolvente  della  medesi¬ 
ma  curva  gg'g"g"‘  .  .  .  - . 

Corollario.  Tutte  queste  infinite  evolventi  di  una  medesima  evo¬ 
luta  hanno  per  luogo  geometrico  la  superficie  sviluppabile  AA"'g"'g  , 
di  cui  la  evoluta  stessa  ne  è  la  linea  di  regresso  .  Ecco  dunque  i  ca¬ 
ratteri  geometrici  che  legano  fra  di  loro  le  infinite  evolute,  e  lé  in¬ 
finite  evolventi  di  una  linea  :  le  prime  sono  costituite  nella  superficie 
sviluppabile  generata  co’ suoi  piani  normali  ,  e  le  seconde  in  quella  pro¬ 
dotta  per  mezzo  de’  piani  osculatori  . 

§.  3o8.  Discendendo  da  tutta  la  generalità  dei  due  teoremi  antece¬ 
denti  ,  per  applicarli  alle  linee  piò  usuali  ,  ne  derivano  le  seguenti 
proposizioni  . 

Corollario  1.  Se  la  linea  KAD  Fig.  123.  sia  piana,  la  superficie fig.iTò. 
de’ suoi  poli  sarà  cilindrica  §.  64-  Quindi  ne  viene  che  tutte  le  evo¬ 
lute  di  una  linea  piana  sono  costituite  in  una  superficie  cilindri¬ 
ca  perpendicolare  al  piano  della  curva . 

Corollario  2.  Se  la  linea  gg'g"  ...  sia  piana  ,  a  tale  pur  si  riduce  anche 
la  superficie  sviluppabile  che  contiene  tutte  le  sue  evolventi  §.  67.  ,  e 
perciò  tutte  le  evolventi  di  una  linea  piana  sono  costituite  nel 
piano  della  curva  medesima  . 

Corollario  3.  Se  la  linea  KAD  sia  descrillibile  su  di  una  superficie 
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sferica  ,  il  luogo  geometrico  de’ suoi  poli  sarà  la  superficie  di  un  cono 
§.  66.  col  vertice  al  centro  della  sfera  .  Dunque  le  evolute  di  qua¬ 
lunque  linea  sferica  sono  tutte  costituite  in  una  superficie  conica  . 

La  circonferenza  del  circolo  è  linea  che  può  considerarsi  tanto  pia¬ 
na  che  sferica ,  ed  il  luogo  geometrico  delle  sue  evolute  è  una  retta 
normale  al  piano  della  circonferenza  ,  e  che  passa  pel  centro  .  Ad  una 
retta  si  riducono  infatti  le  superficie  cilindriche,  e  coniche,  quando 
la  loro  base  diviene  un  punto. 

§.  309.  Teorema  3.  Un  cilindro  non  può  essere  il  luogo  geometrico 
che  delle  evolute  di  linee  piane  . 

fig.ii!\.  Sia  00'0"0"'  .  .  . ,  Fig.  12/j  ,  una  linea  piana  di  cui  siano  evolventi 
le  BB'B'B"'  .  .  K K'K"K‘" .  .  .  Ciascuna  di  queste  evolventi  ha  in¬ 
finite  evolute  ,  costituite  nel  cilindro  retto  che  ha  per  base  la  curva 
OO'O  'O"  .  .  .  Disegniamone  una  PP'F'F" .  .  .  e  questo  si  fa  nel  mo¬ 
do  indicato  al  §.  3o6  per  descrivere  la  gg'g“g"'  •  •  .  Fig.  123. 

Consideriamo  adesso  qualunque  altra  evolvente  bb'b"b'"  .  .  .  della  evo¬ 
luta  PP'P"P'"  ...  Da  tutti  i  punti  b,b'  ,b"  e  c.  Si  conducano  delle 
perpendicolari  bK  ,  b'K' ,  b"K" - sul  piano  BB  '0"0  ,  con  il  che  si  ot¬ 

terranno  altrettanti  triangoli  rettangoli  BKb  ,  B'k'b' ,  B"k"b"  .  ec.  Nel  se¬ 
guente  §.  3 1 1  si  dimostra,  che  tulle  le  evolute  sono  linee  di  minima 
distanza  sulla  superficie  polare  in  che  sono  descritte  ;  cosicché  la  linea 
PP'P"P'"  .  .  .  è  una  elica,  e  gli  angoli  fatti  in  B ,  B' ,  B"  .  ec.  dalle 
sue  tangenti  col  piano  della  base  del  cilindro  sono  tutti  uguali  fra  di 
loro  §.  92.  Dunque  tutti  i  triangoli  rettangoli  BKb  ,  B  K'b  ec.  vengono 
ad  essere  uguali  ,  perchè  le  ipotenuse  Bb ,  B'b'  ec.  sono  costanti  ;  e  per¬ 
ciò  tutti  i  punti  b  ,  b' ,  b",  b"‘  ec.  della  evolvente  bb  b"b'"  .  .  .  sono  ad 
eguale  distanza  da  un  piano  ,  vale  a  dire  che  essi  pure  sono  costituiti 
in  un  piano  .  Ma  tanto  la  direzione  BP  che  la  lunghezza  Bb  sono  ar¬ 
bitrarie,  dunque  tutte  le  evolute  tracciabili  sulla  superficie  del  cilindro 
hanno  per  evolventi  delle  curve  piane  . 

§.  3io.  Teorema  4.  Le  linee  tracciabili  sulla  superficie  del  cono  non 
possono  essere  evolute  che  di  linee  sferiche  . 

Questo  si  prova  nel  modo  istcsso  che  1’  antecedente  teorema  ,  e  però 
superflua  ne  diverrebbe  la  esposizione  . 


DEL  SECOND’ORDINE.  1 9 1 

§.  3i  i.  Teorema  5.  Tutte  le  evolute  di  una  curva  sono  linee  di  mi¬ 
nima  distanza  della  superficie  polare  . 

Si  ha  costantemente  A'g'O'  —  A"g'G' ,  Fig.  iTÒ,  A"g"  O"  —  A"'g"0" ,  fìg .  i  2.3- 
e  così  di  tutti  gli  altri,  perchè  le  rette  A"g' ,  A'g'  sono  ugualmente 
inclinale  alla  O'P'  §.  3o5  .  1/ angolo  poi  A"g'0'  è  uguale  al  Pg'g" , 
essendo  ambidue  in  un  medesimo  piano  ed  opposti  al  vertice  cosic¬ 
ché  sarà  ancora  A'g'O'  zzz  P'g'g"  ec.  Sviluppando  dunque  la  superficie 
de’  poli  ,  la  curva  ss's"  •  •  *  s*  stenderà  in  linea  retta  §.  79  ,  e  per  con¬ 
seguenza  sarà  la  più  breve  ,  che  possa  condursi  su  quella  superficie  tra- 
due  punti  della  linea  medesima  . 

§.  3r  2.  Trattando  delle  superficie  sviluppabili  fu  dimostrato  ,  che 
piegandovi  sopra  un  filo  liberamente  vi  si  adatta  secondo  una  linea  la 
di  cui  lunghezza  è  un  minimo  .  Dunque  si  potranno  sempre  ottenere 
le  evolute  di  una  linea,  conducendo  per  qualunque  de’ suoi  punti  un 
filo  tangente  alla  superficie  de’  poli ,  ed  indi  piegando  liberamente  sulla* 
superficie  medesima  il  prolungamento  di  questo  filo  . 

Ma  non  è  ugualmente  facile  1’  operazione  inversa  di  costruire  una 
linea  per  mezzo  di  una  sua  evoluta  .  Applicandovi  un  filo  ,  e  poi  vo¬ 
lendolo  disvolgere  in  modo  ,  che  costantemente  si  mantenga  tangente 
alla  linea  ,  secondo  la  quale  era  stato  piegato  ,  è  cosa  difficile  ad  ese¬ 
guirsi  esattamente  in  pratica  .  Perciò  sarà  sempre  meglio  per  un  pun¬ 
to  qualsivoglia  B  ,  Fig.  125.  Tav.  XLI. ,  della  curva  che  si  vuol  costruì-  fig,  12O. 
re,  condurre  due  fili  diversi  BO  ,  BP  tangenti  alla  superficie  de’po- 
li  ,  e  piegarli  liberamente  sulla  detta  superficie  1’  uno  in  00!0"  .  .  .  , 
e  1’  altro  in  PP'P"  .  .  .  ,  indi  sviluppandoli  simultaneamente  si  contra¬ 
bilancieranno  1’  uno  coll’  altro ,  per  modo  che  il  punto  B  della  loro 
riunione  non  potrà  mai  escire  dalla  linea  evolvente  BB'B"B"[ .  . .  che 
si  tratta  di  costruire  materialmente-. 

Questa  è  l’  unica  maniera  con  cui  si  potrebbe  far  oscillare  un  pen¬ 
dolo  per  una  linea  di  doppia  curvatura . 

§.  3 1 3.  Teorema  6.  La  linea  di  regresso  della  superficie  de’  poli  d’ una 
linea  ,  è  il  luogo  geometrico  de’  suoi  centri  di  curvatura  sferica  . 

Ciascuna  generatrice  OP  ,  O'P',  0"P"  ec.  Fig.  1 23.  Tav.  XL. ,  della  fig.i-iò* 
superficie  de’  poli  è  tangente  alla  linea  di  regresso ,  ed  essendo  que¬ 
ste  consecutive  s’  incontrano  due  a  due  .  Il  punto  comune  in  ogni 
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coppia  ili  queste  tangenti  è  dunque  comune  a  tre  piani  normali  della 
curva  KAD:  il  punto  d’unione  verbigrazia  della  O'P'  colla  0'P"_  è 
comune  ai  piani  (n'),  (n")  (fi'"),  e  questi  sono  normali  a  tre  ele¬ 
menti  consecutivi  della  linea  KAD  .  Per  conseguenza  la  sfera  che  ab¬ 
bia  il  centro  nel  sudetlo  punto  d’incontro  delle  due  generatrici  O'P' ,  0"P" 
passa  pei  quattro  vertici  infinitamente  prossimi  dei  tre  elementi  retti¬ 
linei  ,  a  cui  sono  normali  i  piani  (D')  ,  (n")  ,  (n'"J  .  Dunque  la  linea 
di  regresso  della  superficie  ile’  poli  è  il  luogo  geometrico  di  tutti  i 
centri  delle  sfere ,  che  hanno  contatto  di  terz’  ordine  colla  curva  mede¬ 
sima  ,  ossia  di  tutti  i  suoi  centri  di  curvatura  sferica  . 

Corollario  .  Le  linee  piane  non  sono  suscettibili  ili  essere  toccate 
sino  al  terzo  grado  d’  avvicinamento  dalla  sfera  ,  perchè  la  superficie 
de’  loro  poli  non  ha  linea  di  regresso  .  In  fatti  li  quattro  punti  ,  che 
si  richiedono  per  tal  sorta  di  contatto  ,  verrebbero  ad  essere  disposti 
sovra  una  circonferenza  di  circolo  ,  c  non  arbitrariamente  . 

E  per  le  linee  sferiche  unico  sarà  il  centro  di  curvatura  sferica  per 
tutti  i  loro  punti  ,  avvegnaché  ad  un  punto  si  riduce  la  linea  di  re¬ 
gresso  delle  loro  superficie  ile’ 'poli  . 

§.  3 1 4 -  Teorema  3.  Il  luogo  geometrico  dei  centri  di  curvatura  di 
una  linea  non  può  essere  una  sua  evoluta  . 
ia3.  Dal  punto  A  ,  Fig.  123,  si  conduca  la  normale  della  curva,  che 
sarà  ne]  piano  (n)  ,  e  perciò  taglierà  la  linea  OP  in  qualche  punto 
G.  Altrettanto  facciasi  dai  punti  consecutivi  A' ,  A"  ,  A'",  ec.  della  li¬ 
nea  KAD  ,  e  si  otterranno  i  punti  G' ,  G" ,  G'"  ec.  che  sono  i  cor¬ 
rispondenti  centri  di  curvatura  .  Trattasi  dunque  di  far  vedere  che  la 
linea  continua  ,  in  clic  sono  costituiti  non  può  essere  una  evoluta  del¬ 
la  curva  KAD  . 

A  tal  fine  si  congiungano  i  due  punti  A' ,  G  con  una  retta,  che 
giacerà  nel  piano  (n')  ,  e  perciò  incontrerà  la  retta  O'P'  in  qualche 
punto  li.  Ora  ,  le  generatrici  OP  ,  O'P' ,  0"P'[  ec.  della  superficie  ile’po- 
li,  non  essendo  parallele  fra  di  loro,  ne  .viene  che  la  retta  A'G  per¬ 
pendicolare  ad  OP  §.  3o5  non  può  incontrare  ortogonalmente  la  retta 
O'P',  c  per  conseguenza  che  essa  è  distinta  dalla  retta  AG'  condotta 
normale  alla  medesima  O'P'  dal  punto  A'.  Dunque  le  due  rette  con¬ 
secutive  AG,  AG'  non  incontrano  la  retta  OP  nel  medesimo  pun- 
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to ,  e  per  conseguenza  non  s’incontreranno  mai  più  fra  di  loro.  Al¬ 
trettanto  accade  di  tutta  la  serie  delle  rette  A' G‘  ,  ,  A'"G"'  ec. 

prese  due  a  due  consecutivamente  ,  dunque  tutte  queste  rette  non  pos¬ 
sono  essere  le  tangenti  successive  di  una  curva  ,  perchè  non  sono  al¬ 
logate  in  una  superficie  sviluppabile  .  Consegue  da  ciò  ,  che  se  per  due 
punti  consecutivi  G,e  G' ,  si  concepisce  una  retta  che  sarà  tangente 
alla  linea  GG'G'  G'"  .  .  .  de’ centri  di  curvatura  ,  non  potrà  questa  pas¬ 
sare  pel  punto  A' .  Ora  questa  retta  essendo  nel  piano  (fT)  ,  non  può 
incontrare  la  curva  KAD  che  nello  stesso  punto  A' ,  ove  il  piano  la 
taglia  esso  medesimo  .  Dunque  la  curva  GG'G"G'"  ...  è  tale  ,  che 
nessuna  delle  sue  tangenti  prolungate  incontra  la  linea  KAD,  e  per¬ 
ciò  essa  non  può  mai  esserne  evoluta  . 

Corollario  .  La  superficie  de’  poli  diviene  cilindrica  quando  la  linea 
KAD  è  piana.  Allora  le  rette  AG,  A' G' ,  A"G"  ec.  sono  tutte  nel 
piano  della  medesima  curva,  e  s’incontrano  vicendevolmente  nella  li¬ 
nea  GG'G"...,  di  cui  per  conseguenza  sono  le  tangenti.  Dunque  la 
linea  de’cenlri  di  curvatura  delle  linee  piane  è  una  delle  loro  evolute  * 

§.  3i5.  Teorema  .  La  linea  de’  centri  di  curvatura  sferica  di  una 
curva  non  può  mai  essere  una  di  lei  evoluta  . 

Le  generatrici  della  superficie  polare  di  una  curva  non  possono  mai 
incontrare  la  curva  medesima  .  Questo  è  chiaro  dappoiché  esse  risul¬ 
tano  dalle  successive  intersezioni  del  piano  normale  ;  e  se  una  di  que¬ 
ste  generatrici  incontrar  potesse  la  curva ,  ne  verrebbe  che  due  sareb¬ 
bero  i  piani  normali  di  quel  punto  >  la  qual  cosa  non  può  succedere 
che  in  qualche  punto  singolare  .  Di  qui  ne  provviene  immediatamente  , 
che  la  linea  di  regresso  della  superficie  polare  ,  vale  a  dire  la  linea 
de’  centri  di  curvatura  sferica  ,  non  può  mai  essere  una  evoluta  della 
proposta  curva  . 

§.  3 1 6.  Da  tutto  quanto  siam  venuti  sponendo  in  questa  Lezione 
circa  le  evolute  e  le  evolventi  ,  si  rileva  facilmente ,  che  codesto  rap¬ 
porto  delle  linee  non  può  essere  suscettibile  di  qualche  utilità  pratica  , 
senza  la  effettiva  costruzione  della  superficie  de’  poli .  Ma  quest’  è  un 
lavoro  sempre  penoso ,  e  lungo . 

Bisogna  descrivere  le  traccie  sui  piani  coordinati  d’  un  sufficiente  nu¬ 
mero  di  piani  normali  alla  linea  proposta  ;  e  poi  bisogna  tracciare  due 
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curve  tangenti  all'imo  ed  all’altro  dei  due  sistemi  poligonali,  che  si 
sono  ottenuti  colla  prima  operazione.  Finalmente  unendo  con  delle  ret¬ 
te  i  punti  di  contatto,  che  corrispondono  alle  traccio  d’  un  medesimo 
piane  normale  ,  risulteranno  altrettanti  elementi  della  superficie  polare  . 

Ognuno  si  persuaderà  sicuramente  della  prolissità  di  tante  operazioni 
dalla  semplice  loro  narrativa  ;  nè  vi  può  essere  chi  non  intenda  la  som¬ 
ma  difficoltà  ,  clic  si  deve  incontrare  nella  pratica  del  disegno  ,  a  trac¬ 
ciare  una  curva  tangente  di  un  sistema  rettilineo.  Quest’ è  un  lavoro 
molto  più  arduo  di  quello  che  sia  la  delineazione  di  una  curva  per 
punti,  ed  ognuno  ricorda  l’esame  che  si  è  fatto  di  quest’operazione 
nel  §.  2  1 3. 

§.  di 7.  Nella  pratica  delle  arti  però  non  è  gran  fatto  difficile  ad 
ovviare  questo  inconveniente  . 

Per  esempio  un  regolo  metallico  sottilissimo  ,  ed  uniformemente  fles¬ 
sibile,  si  può  agevolmente  piegare,  in  modo  che  si  adatti  a  toccare 
tutti  i  lati  del  poligono  .  Ed  egli  si  curverà  assai  prossimamente  se¬ 
condo  la  forma  che  deve  avere  la  traccia  della  superficie  polare,  de¬ 
terminando  nell’  istcsso  tempo  i  punti  di  contatto  . 

Quest’ è  il  modo  col  quale  si  fa  uso  comunemente  delle  evolutee 
delle  evolventi  nella  Stereotomia . 

lezione  4. 

Sul  contatto  di  second *  ordine  delle  superficie . 

— ooaodjooo».—  ■■ 

§,  3i8.  Due  superficie  sono  a  contatto  di  second’ ordine  in  un  pun¬ 
to  qualora  tutte  le  sezioni  fatte  nelle  medesime  pel  punto  di  con¬ 
tatto  diano  delle  curve  rispettivamente  osculatrici  .  Questa  definizione 
geometrica,  può  estendersi  ad  ogni  sorta  di  contatto  ,  perchè  deriva 
dalla  teoria  delle  funzioni  analitiche  ,  nè  d’  altro  principio  fa  mestieri 
per  dimostrare  quella  che  si  adotta  nella  Geometria  degli  infinitesimi , 
contenuta  nella  seguente  proposizione  . 

§.  3 19.  Teorema  1.  Due  superficie,  che  abbiano  comuni  quattro 
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punti  infinitamente  prossimi  ed  arbitrar] ,  sono  osculatrici  fra  di  loro  . 

Questi  quattro  punti  determinano  un  tetraedro  ,  le  di  cui  faccie  so¬ 
no  gli  elementi  di  quattro  piani  tangenti  alle  due  superficie  §.  198. 

Se  i  quattro  punti  infinitamente  prossimi  fossero  arbitrariamente  col¬ 
locati  nello  spazio  ,  il  tetraedro  avrebbe  la  consueta  forma  ,  tranne  che 
le  faccio  sarebbero  infinitesime  .  Ma  f  essere  questi  punti  distribuiti 
sovra  una  superficie,  importa  dippiù  che  uno  degli  angoli  solidi  diffe¬ 
risca  infinitamente  poco  da  quattro  angoli  retti  ,  nella  medesima  guisa 
che  tre  punti  sopra  una  linea  situali  a  distanza  infinitesima  compon¬ 
gono  un  triangolo,  di  cui  un  angolo  differisce  infinitamente  poco  da 
due  retti  . 

Questo  vertice  della  piramide  può  dunque  rappresentarne  uno  di  quel¬ 
li  dei  poliedri,  a  cui  si  riducono  le  superficie  nel  limile;  il  che  po¬ 
sto  ,  è  poi  di  leggieri  a  comprendere  come  la  base  della  detta  pira¬ 
mide  non  si  identifica  coi  medesimi  poliedri  .  Ella  viene  ad  essere  un 
piano  sotteso  a  quell’angolo  solido  ,  che  ha  di  comune  coi  poliedri 
medesimi  . 

Dunque  due  superficie  disposte  nell’  assegnala  condizione  vengono 
ad  avere  in  comune  tre  de’  loro  elementi  piani  .  Tutto  questo  si  rap¬ 
presenta  nella  Fig.  1 26.  Tav.  XLI. ,  cioè  in  e  (2)  le  due  super-  fìg.izG, 
ficie  ,  in  A  ,  B ,  C ,  P  i  quattro  punti  arbitrai  j  ed  infinitamente  pros¬ 
simi  .  Per  conseguenza  APB ,  APC ,  BPC  additano  i  tre  elementi  piani 
in  che  coincidono  assieme  le  due  superficie,  ed  ABC  il  piano  sotteso 
all’  angolo  solido  P  .  Per  questo  punto  P  sia  fatto  nel  sistema  delle 
due  superficie  una  sezione  arbitraria ,  la  quale  produce  nella  ( S )  la 
curva  XY ,  e  nella  (2)  la  X'Y' .  Queste  due  linee  avranno  di  comu¬ 
ne  i  due  lalercoli  OP,  PQ  ,  poiché  l’angolo  OPQ  differisce  infini¬ 
tamente  poco  da  due  retti  ,  ossia  i  tre  punti  arbitrarj  ed  infinitamente 
vicini  0,P,Q;  e  perciò  saranno  scambievolmente  osculatrici  §.  283. 

Dunque  le  due  superficie  (£)  ,  (2)  ,  che  hanno  comuni  quattro  punti 
arbitrarj  ed  infinitamente  prossimi  sono  a  contatto  di  second’  ordine 
nel  punto  P,  perchè  tutte  le  sezioni  fatte  per  questo  medesimo  punto 
producono  delle  linee  vicendevolmente  osculatrici  . 

§.  320.  Il  criterio  del  contatto  di  second’  ordine  fra  due  superficie 
può  anche  venir  stabilito  nell’  osculo  scambievole  di  tre  sezioni  arbi- 
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trarie  ,  fatte  pel  punto  tli  contatto  .  Di  tal  maniera  si  ricade  nel  ca¬ 
so  che  quattro  punti  infinitamente  prossimi  coincidono  :  le  tre  sezioni 
PA  ,  PB ,  PC  non  fanno  che  determinare  i  quattro  punti  arbilrarj 
A  ,  B  ,  C  ,  P  ;  e  gli  altri  che  si  richiedono  per  costituire  T  osculo  scam¬ 
bievole  di  queste  sezioni  restano  bensì  collocati  arbitrariamente  rispetto 
alle  linee  prodotte  da  queste  sezioni  ,  ma  non  già  sulla  superficie  ,  per¬ 
chè  ognuno  d’  essi  può  occupare  soltanto  qualsisia  posizione  sui  rispet¬ 
tivi  elementi  piani  ABP ,  ACP  ,  BCP  ,  ina  non  mai  escirne  per  col¬ 
locarsi  arbitrariamente  sopra  la  superficie  . 

§.  321.  Due  superficie  possono  avere  di  comune  quattro  punti  infi¬ 
nitamente  prossimi ,  senza  che  essi  abbiano  una  posizione  assolutamente 
arbitraria  .  E  questo  può  succedere  in  due  modi  diversi  :  quando  tre 
dei  nominati  punti  siano  schierati  in  una  linea  retta  con  differenza 
infinitesima  ;  e  quando  ciò  accada  per  rispetto  a  tutti  quattro  . 

Nel  primo  caso  uno  dei  tre  angoli  piani  formati  d’ intorno  al  pun- 
y7jg.i26.to  P,  Fig.  126,  dovrà  uguagliare  due  retti  meno  un  infinitesimo  , 
e  per  conseguenza  il  tetraedro  si  ridurrà  della  forma  accennata  nella 
Fig.  127  .  Da  essa  si  raccoglie  più  manifestamente  come  accostandosi 
127 .senza  fine  l’angolo  APC  a  due  retti,  gli  altri  due  CAP,  ACP  di¬ 
ventino  infinitamente  piccoli  ,  e  svanisca  per  conseguenza  1’  elemento 
piano  ABC  ;  e  come  le  due  superficie  non  restino  più  identiche  die 
secondo  gli  altri  due  elementi  ABP  ,  BPC .  Di  qui  ne  viene  ,  che  tutte 
le  sezioni  fatte  nel  sistema  proposto  non  possono  più  essere  general¬ 
mente  osculatrici  :  quelle  che  si  distenderanno  per  li  tre  punti  A^P,  C , 
o  anche  solamente  per  due  ,  come  la  ST,  si  manterranno  a  contatto 
di  second’  ordine  ;  e  tutte  le  altre  passanti  per  uno  solo  di  que’  tre 
punti,  come  la  XY ,  non  conservando  più  di  comune  che  i  due  punti 
O  ,  e  P  ,  risulteranno  semplicemente  tangenti  .  Questo  prova  che  una 
superfìcie  può-  essere  tangente  di  un  alti'a  ,  ed  in  puri  tempo  oscu¬ 
latrice  di  una  qualche  linea  tracciata  sulla  prima  per  lo  punto 
del  contatto  ;  nel  qual  caso  tutte  le  sezioni  fatte  con  una  terza  su¬ 
perficie  ,  che  si  distenda  per  due  ,  o  per  tutti  tre  i  punti  costituenti 
r  osculo  della  linea  colla  superficie ,  risultano  curve  scambievolmen¬ 
te  osculatrici  . 

Nel  secondo  caso,  qualora  cioè  anche  il  punto  B  non  declini  dall' al- 
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lineamento  dei  primi  tre  ,  evidentemente  si  annullano  pur  anche  i  due 
elementi  BPA  ,  BPC  .  E  per  conseguenza  le  curve  prodotte  dalla  se¬ 
zione  XY  non  ritengono  più  di  comune  che  1’  unico  punto  P  ,  vale  a 
dire  che  divengono  secanti  /  quelle  della  sezione  SJ  i  due  A ,  P  ,  di 
modo  che  il  loro  contatto  passa  dal  second’ ordine  al  primo  .  Dunque 
può  anche  darsi  ,  che  una  superfìcie  tagliandone  un  altra  sia  nel 
medesimo  tempo  a  contatto  di  terz  ordine ,  con  una  linea  descritta 
sopra  di  questa  ,  per  un  qualche  punto  della  scambievole  loro  in¬ 
tersezione  /  e  le  curve  prodotte  da  una  terza  superfìcie  che  le  se¬ 
ghi  ambedue  ,  potranno  essere  a  contatto  del  primo  ,  del  secondo 
e  del  terz  ordine  ,  a  misura  che  questa  superfìcie  si  distenderà  per 
due  ,  per  tre  ,  o  per  tutti  quattro  i  punti  costituenti  il  contatto  dell'  or¬ 
dine  terzo ,  che  passa  tra  la  linea  ,  e  la  superfìcie. 

§.  32  2.  Teorema  2.  Due  superficie  che  si  tocchino  o  si  taglino  in 
una  linea  ,  hanno  sempre  ,  rispettivamente  ad  ogni  punto  di  quella  , 
qualcuno  dei  rapporti  di  posizione  accennati  nell’ antecedente  paragrafo  . 

Tutte  le  sezioni  condotte  per  uno  di  questi  punti  produrranno  delle 
curve  scambievolmente  tangenti  nel  primo  caso,  secanti  nel  secondo, 
meno  quelle  che  si  distendono  per  la  linea  comune  alle  due  superfi¬ 
cie  .  La  linea  stessa  sarà  allora  la  sezione  dell’  una  e  dell’  altra  super¬ 
ficie  ,  ed  in  questa  direzione  può  dunque  ammettersi  che  le  due  su¬ 
perficie  abbiano  contatto  di  qualunque  ordine  ,  nel  punto  che  si  con¬ 
sidera  * 

§.  323.  Teorema  3.  Una  linea  descritta  su  di  una  superficie  a  con¬ 
tatto  di  prim’  ordine  col  di  lei  contorno  apparente  ,  si  projetta  a  con¬ 
tatto  di  second’  ordine  colla  projezione  del  medesimo  contorno  . 

La  prova  di  questa  proposizione  sta  nelle  proprietà  spiegate  ultima¬ 
mente  .  11  cilindro  projettante  tocca  la  superficie  obbiettiva  nel  di  lei 
contorno  apparente  ,  e  quindi  ,  se  per  maggiore  chiarezza  ,  intendasi 
la  curva  tangente  al  contorno  della  superficie  ,  come  prodotta  dal¬ 
la  sezione  di  un  piano  ,  questo  medesimo  piano  taglierà  il  cilindro 
in  un’altra  curva  osculatrice  della  prima  §.  322.  Queste  due  cur¬ 
ve  si  proietteranno  dunque  a  contatto  di  second’  ordine  ;  ma  una  di 
loro  è  descritta  sul  cilindro  che  projetta  il  contorno  apparente  della 
superficie,  e  però  la  di  lei  projezione  è  sempre  la  medesima  che  quella 
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del  contorno  stesso  .  Dunque  le  projezioni  delle  curve  proposte  sono 
sempre  osculatrici  ,  nel  punto  che  rappresenta  quello  dove  semplice¬ 
mente  si  toccano,. 

§.  Anzi  generalmente  parlando  il  contatto  di  queste  projezioni 

salirà  più  oltre  del  secondo  grado  .  Ma  questa  non  è  materia  da  po¬ 
tersi  sviluppare  tanto  minutamente  senza  i’ajulo  del  calcolo  5  e  chi  de¬ 
siderasse  di  averne  buona  contezza  può  ricorrere  all’  opera  del  Signor 
Dupin  Developpements  (le  Geometrie  . 

Il  teorema  che  noi  abbiamo  dimostrato  ,  e  più  poi  le  particolarità 
esposte  a  questo  proposito  nella  citala  opera  ,  sono  suscettibili  di  recare 
la  maggior  precisione  alle  arti  grafiche  ,  ove  incontrano  numerose  ap¬ 
plicazioni  ;  e  l  Ingegnere  si  troverà  nel  caso  di  poterne  trar  buon  par¬ 
tito  più  di  chicchessia  . 

§.  3a5.  Vediamo  adesso  quali  siano  le  superficie  più  elementari  su¬ 
scettive  di  toccare  sino  al  secondo  grado  di  avvicinamento  tutte  le  al¬ 
tre  .  In  primo  luogo  la  superficie  piana  ne  resta  totalmente  esclusa  , 
poiché  quattro  punti  arbitrariamente  disposti  ,  non  possono  più  tro¬ 
varsi  in  un  piano .  Ma  neppure  la  sfera  ,  ancorché  questo  sia  il  nu¬ 
mero  de’  punti  che  si  richiedono  alla  sua  determinazione  ,  può  com¬ 
pletamente,  osculare  le  superficie  .  Pel  punto  P,in  che  si  osculano  le 
Jìg.128. due  superficie  (S)  c  (2),  Fig.  128,  sia  condotta  la  normale  PN  ,  e 
si  considerino  tutte  le  sezioni  piane  che  si  possono  fare  nelle  due  su¬ 
perficie  per  questa  normale.  Esse  saranno  rispettivamente  osculatrici, 
ed  ogni  elemento  di  un  tale  contatto  lineare  sarà  altresì  circolare  §.  284  , 
ma  la  serie  infinita  di  tutti  questi  archetti  circolari  non  può  essere 
allogata  in  una  superficie  sferica  .  Nel  piano  ABC  le  trasversali  OQ 
vengono  ad  essere  le  sottese  di  tali  archi  ,  e  queste  corde  risultano  tutte 
disuguali  fra  di  loro  ;  dunque  il  luogo  geometrico  degli  archi  non  può 
mai  essere  la  sfera  ;  e  perciò  questa  superficie  non  è  suscettibile  di  ave¬ 
re  un  contatto  del  second’ ordine  colle  altre. 

§.  326.  Ma  però  tra  f  assoluto  conLatlo  di  prim’  ordine  ,  e  quello 
del  secondo  limitato  ad  una  sola  linea  nelle  condizioni  del  §  32 1  ,  si 
vede  che  la  sfera  deve  avere  anche  un  altro  peculiare  rapporto  di  po¬ 
sizione  colle  superficie  curve .  Qualsivoglia  sfera  condotta  pei  tic  pun¬ 
ti  A.  By  C,  tocca  la  superficie  (A’j,  e  se  inoltre  si  distenda  eziandio 
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pel  punto  P  ,  situato  arbitrariamente  ,  vero  è  che  essa  non  ne  diviene 
perfettamente  osculatrice  ,  ma  egli  è  altresì  vero  che  non  deve  conser¬ 
varsi  semplicemente  tangente.  L’enigma  però  è  facile  a  chiarirsi,  av¬ 
vegnaché  fatta  una  sezione  piana  ed  arbitraria  XY  per  la  normale  PN , 
la  sfera  (2)  che  ha  per  circolo  massimo  il  circolo  osculatore  della  cur¬ 
va  XY  è  una  di  quelle  che  soddisfa  la  condizione  di  passare  pel  pun¬ 
to  P  .  Ma  una  tale  sfera  olir’ essere  tangente  della  superfìcie  (S)  è  poi 
anche  osculatrice  della  linea  XY.  Dunque  non  solamente  nei  casi  par¬ 
ticolari  del  §  32  1  ,  ma  semprecchè  la  sfera  abbia  comune  con  un’altra 
superfìcie  quattro  punti  infinitamente  prossimi  ed  arbitrar]  ,  essa  ne  è 
tangente  ed  in  pari  tempo  osculatrice  di  una  qualche  linea  YY  descritta 
sovra  la  superfìcie  toccata  (S)  . 

Le  infinite  sfere  che  adempiono  questa  condizione  hanno  tutte  un 
contatto  più  intimo  colla  superfìcie  (A)  di  quelle  altre  ,  che  semplice- 
mente  la  toccano;  e  fra  queste  alcuna  ve  ne  dev’essere  che  si  confor¬ 
mi  alla  curvatura  della  superfìcie  più  delle  altre .  Ma  per  stabilire  qual¬ 
che  cosa  di  positivo  su  questo  particolare  è  prima  mestieri  di  analiz¬ 
zare  e  riconoscere  l’indole  della  curvatura  delle  superficie ,  materia  che 
forma  1’  argomento  della  Lezione  6; 

§.  327.  La  sfera  ed  il-  piano  restano  escluse  assolutamente  dal  con¬ 
tatto  di  second’ ordine  per  essenza  loro  ,  cioè  perchè  la  uniforme  cur¬ 
vatura  di  queste  due  superficie  non  si  può  adattare  con  quella  delle 
altre,  che  si  cangia  in  tutte  le  infinite  direzioni  tracciabili  per  ogni  sin¬ 
golo  punto  .  Altrettanto  succede  per  la  medesima  ragione  di  que’  punti 
d’ alcune  superfìcie ,  che  si  trovano  dolati  di  una  curvatura  uguale  in 
ogni  senso  ,  come  sarebbe  a  dire  il  vertice  nelle  superfìcie  di  rivo¬ 
luzione  . 

Ma  poi  nessuna  superficie  individuale  ancorché  disformemente  curva 
può  osculare  tutte  le  altre  senza  distinzione  .  Questo  non  è  soverchia¬ 
mente  arcano  qualora  si  richiami  alla  memoria  l’ analisi  che  si  è  fatta 
nella  Lezione  2.  Parte  V.  sul  contatto  di  prim’ ordine  delle  superficie . 
Avvene  di  quelle  ,  che  il  piano  tangente  lascia  totalmente  da  una  me¬ 
desima  parte  ,  e  poi  ve  ne  sono  delle  altre  che  rimangono  spezzate  in 
due  porzioni  ,.  collocate  contrariamente  rispetto  al  piano  medesimo  . 

Ora  è  facile  a  comprendere  ,  che  la  curvatura  delle  prime  non  può 
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convenire  con  quella  delle  seconde  ,  poiché  tutte  le  sezioni  fatte  nel 
punto  di  contatto  nelle  superficie  della  prima  specie  s’incurvano  pel 
medesimo  senso  ;  e  quelle  della  seconda  ,  parte  in  un  senso  e  parte 
nell’  altro  ,  dovendo  sempre  tanto  queste  che  quelle  rivolgere  la  pro¬ 
pria  convessità  al  piano  che  le  tocca  „ 

Di  qui  ne  viene  che  1’  osculo  perfetto  delle  superficie  soffre  una  nuo¬ 
va  restrizione  dipendente  dall’  indole  della  loro  curvatura,  perchè  quelle 
clic  sono  curve  in  un  senso  solo  non  possono  mai  disporsi  ad  asso¬ 
luto  contatto  di  second’  ordine  ,  colle  altre  che  s’ incurvano  in  due  sen¬ 
si  .  Soltanto  nelle  rispettive  famiglie  hanno  facoltà  di  oscularsi  le  une 
colle  altre ,  e  tra  1’ una  e  l’altra  classe  non  può  intervenire  che  il  con¬ 
tatto  di  prim’  ordine  ,  tntt’al  più  avvalorato  di  un  contatto  più  inti¬ 
mo  in  qualche  parziale  direzione  . 

§.  328.  Dappoiché  le  superficie  del  secondo  grado  offrono  degli  in¬ 
dividui  dell’  una  e  dell’  altra  specie  di  curvatura  ,  non  è  difficile  a  com¬ 
prendere  che  ,  prese  complessivamente  ,  abbia  codesta  famigliala  facoltà 
di  poter  osculare  indistintamente  qualsisia  altra  superficie  .  Di  manie¬ 
ra  che  se  l’elemento,  in  che  si  accomunano  due  superficie  osculatri¬ 
ci  ,  non  può  essere  risguardato  nè  piano  nè  sferico  ,  nè  generalmente 
parlando  di  verun’  altra  costante  forma  ,  può  egli  però  a  seconda  de’  ca¬ 
si  assumere  1  indole  di  una  superficie  del  secondo  grado  .  iNella  Lezio¬ 
ne  seguente  vedremo  la  effettiva  determinazione  di  queste  superficie  oscu¬ 
latrici  di  qualunque  altra  . 

§.  3 :ì 9.  Termineremo  questa  Lezione  con  un  cenno  sulla  grande  uti¬ 
lità  ,  che  si  ritrae  anche  dalla  teoria  dei  contatti  delle  superficie  nei 
bisogni  più  rilevanti  della  vita  .  La  Geografia  ci  appresta  forse  il 
più  luminoso  . 

11  lungo  osservare  ha  insegnato  agli  uomini,  che  la  superficie  della 
terra  non  è  nè  una  vasta  pianura ,  nè  una  sfera ,  nè  una  elissoide  .  Si 
è  finalmente  imparato  eh’  ella  è  di  una  forma  irregolarissima  ,  e  sicu¬ 
ramente  trascendente  tutte  le  forze  umane  per  soggettarla  a  calcolo  ed 
a  misura  .  Pure  tuttavia  nella  rappresentazione  delle  sue  parti  ,  noi  se¬ 
guitiamo  a  trattarla  come  piana  ,  o  sferica,  ma  con  piena  cognizione, 
che  tali  modi  non  sono  che  approssimativi  ;  e  la  teoria  dei  contatti  ci 
addita  poi  la  strada  ,  e  ci  fornisce  i  mezzi  ,  per  misurare  i  varj  gradi 
di  accostamento  . 
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Il  piano  non  può  avere  colle  superfìcie  che  il  contatto  di  prim’  or¬ 
dine  ,  ma  stante  la  piccolissima  e  quasi  insensibile  curvatura  della  ter¬ 
ra  ,  buona  pezza  di  lei  sene  confonde,  fisicamente  parlando,  col  pia¬ 
no  tangente;  eli  maniera  che  le  operazioni  della  Topografia  ,  con  que¬ 
sta  prima  ipotesi ,  Vengono  ad  essere  portate  al  massimo  grado  di  sem¬ 
plicità  ,  e  nel  medesimo  tempo  si  conservano  più  che  bastantemente 
esatte.  Ma  estendendosi  il  campo  delle  operazioni  geografiche,  gli  av¬ 
vicinamenti  del  prim’  ordine  non  ponno  più  essere  sufficienti ,  e  biso¬ 
gnerebbe  passare  a  quelli  del  secondo  .  Ora  noi  sappiamo  che  a  que¬ 
sto  scopo  non  può  servire  la  sfera  ,  e  bisogna  indispensabilmente  ri¬ 
correre  a  delle  superficie  ,  che  non  sieno  di  una  curvezza  uniforme  nei 
loro  punti  :  la  elissoide  infatti  viene  impiegata  nei  più  dilicali  lavori 
di  epiesto  genere  . 

Ma  non  pertanto  la  più  gran  parte  delle  operazioni  geografiche  si 
eseguisce  nella  ipotesi  della  terra  sferica  .  Questo  si  là  per  conservare 
possibilmente  semplici  i  lavori  sia  di  calcolo  sia  di  Geometria  Descrit¬ 
tiva  ;  e  nell’  istesso  tempo  si  viene  a  recare  nei  risultati  della  Geogra¬ 
fia  un’  approssimazione  tanto  più  gagliarda  ,  che  nella  prima  ipotesi  . 

La  sfera  con  un  semplice  contatto  del  prim’ ordine  differisce  tanto  me¬ 
no  del  piano  dalle  superficie  che  ella  tocca  .  E  si  potrebbe  crescere 
ancora  dippiù  Y  approssimazione  scegliendo  tra  le  infinite  sfere  tangen¬ 
ti  ,  quella  che  in  pari  tempo  osculasse  uno  de’  meridiani  intermedj  alla 
regione  da  rappresentarsi  . 

lezione  5. 

v  f 

Osculo  delle  superficie  di  secondo  grado  .  1 

- - — COCCO  COCCO-»--  — 

§.  33o.  Problema  i.  Determinare  una  superficie  di  secondo  grado 
osculatrice  in  un  punto  di  qualsisia  altra  superficie  . 

Sia  (S) ,  Fig.  129.  ,  la  proposta  superficie,  e  PN  la  normale  del  129, 
punto  per  cui  si  vuol  condurre  la  superficie  di  secondo  grado  oscula¬ 
trice  .  Per  questa  normale  si  facciano  tre  sezioni  arbitrarie  Pm,Pm ',  Pm" 
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Della  superficie  (S)  ,  cd  intendiamo  che  r  yr' ,  r-"  sieno  i  centri  dei 
tre  circoli  osculatori  di  tali  curve  .  Questi  circoli  si  riguardino  inol¬ 
tre  osculatori  di  tre  linee  del  secondo  grado  PpE  ,  PyJ.E  ,  Pp"E  aven ti 
un  vertice  in  P ,  ed  il  medesimo  centro  sulla  normale  ,  verbigrazia  in  CY 

Le  tre  linee  del  secondo  grado  risultano  osculatrici  rispettivamente 
di  quelle  descritte  sovra  la  superficie  generale  (£)  ,  e  ,.  stante  le  asse¬ 
gnale  condizioni,  determinano  una  superficie  (2.)  del  secondo  grado  r 
che  sarà  osculatrice-  della  superficie  (A)  nel  punto  P  ,  §.  320. 

In  tal  guisa  non  solamente  resta  soddisfatto  il  problema ,  ma  dippià 
la  superficie  di  secondo  grado  viene  ad  essere  osculatrice  dell’  altra 
con  un  determinato  e  particolare  suo  punto,  cioè  con  un  vertice.  D’ora 
innanzi  tutte  le  volte  che  si  farà  uso  d’  una  osculatrice  di  secondo 
grado  s’ intenderà  sempre  collocata  in  questa  particolare  posizione  . 

§.  33 1.  Avvaloriamo  di  più  ampio  schiarimento  la  risoluzione  di  que¬ 
sto  problema... 

In  prima  di  tutto  è  sempre  possibile  il  descrivere  una  linea  di  se¬ 
condo  grado  prefigendosi  arbitrariamente  la  lunghezza  di  un  asse  PE  ,, 
Jig.l2g.Fig.  129  ,  quand’ è  cognito  il  circolo  osculatore  dei  vertici  di  quei 
medesimo  asse  ,  poiché  si  ha  per  esempio  , 


Pr  =  -^_,  Pr'  =  Pr"  rr 

PC  PC  PC 


le  quali  equazioni  ponilo,  sempre  andar  verificate  per  mezzo  delle  inde¬ 
terminate  x ,  a:',  x"  ,  suscettibili  di  assumere  tutti  i  valori  dallo  zero 
sino  all'infinito.  Queste  rappresentano  la  lunghezza  deli  altro  semias¬ 
se  Cp  ,  CfA'  ,  C/a,"  d’ ogni  curva,,  che  per  conseguenza,  sarà  descrittibile 
coi  noti  metodi . 

In  secondo  luogo  le  tre  linee  del  secondo  grado ,.  determinate  nell' 
indicalo  modo  ,  individuano  una  superficie  parimenti  di  secondo  gra¬ 
do  .  Didatti  si  intenda  un  piano  pel  centro  C  perpendicolare  ali  as¬ 
se  PE ,  il  quale  segherà  le  tre  curve  PjjuE  ,  P^E  ,  Pia.' E  nei  ver¬ 
tici  /a,  ,  [/,' ,  p"  dell’altro  asse  di  ciascheduna.  Se  per  questi  tre  punti 
si  fa  passare  una  linea  di  second’ ordine  ,  (*)  che  abbia  il  centro  C 'r 


(*)  I  tre  punti  p  ,  p'  ,  p"  pei  quali  ha  da  passare  la  curva  conica  col  centro 
fìs.  1 3o.  nel  punto  G'  siano  trasferiti  nella  Fig.  1 3o.  Pel  punto  di  mezzo  n‘  della  corda  p'p" 
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•€  se  poscia  si  risguardi  ogni  singolo  diametro  di  questa  curva  come 
asse  di  una  nuova  linea  di  secondo  grado  ,  della  medesima  specie  che 
le  PpE ,  Pp'E ,  P{ju"E  ,  la  quale  passi  pel  punto  P,  si  formerà  in 
tal  guisa  un  sistema  di  linee  del  secondo  grado,  che  avranno  per  luo- 


si  Uri  il  diametro  Cn' ,  e  dall’altro  punto  p  della  curva  l’ordinata  prc  .  Se  ora  noi 
intendiamo  ,  che  tutte  le  ordinate  p n  ,  p ’n'  ec.  ruotino  rispettivamente  intorno  ai  loro 
punti  di  mezzo  n  ,  ri'  ec.  di  una  medesima  quantità,  per  esempio  sino  a  divenire  per¬ 
pendicolari  al  diametro  Cn  ,  i  punti  ni  ,  m'  ,  ni"  ec.  ,  in  che  si  recano  le  loro  estre¬ 
mità  p  ,  p'  ,  p"  ec.  avranno  per  luogo  geometrico  un’altra  linea  di  second’ ordine  . 

Questa  avrà  di  comune  con  quella  che  passa  per  p  ,  p'  ,  p""  ec.  il  centro  C ,  ed  il  dia¬ 
metro  che  si  distende  sulla  Cn  ,  che  anzi  per  lei  diventa  principale .  Quest’  è  chia¬ 
ro ,  poiché  le  equazioni  delle  curve  coniche  ,  riferite  ai  diametri  conjugati ,  sono  indi¬ 
pendenti  dall’  angolo  che  fanno  tra  di  loro  . 

Facciamo  inoltre  subire  un’  altra  trasformazione  alla  linea  che  passa  pei  punti 
m  ,  m’  ,m"  ec.  ,  intendendo  che  tutte  le  ordinate  nm  ,  n'm'  ec.  cangino  proporzionalmen¬ 
te  di  lunghezza  .  In  tal  guisa  risulterà  una  nuova  curva  dell’  istessa  specie  delle  due  an¬ 
tecedenti  ,  e  che  sempremmai  conserverà  di  comune  con  loro  il  centro  C  ,  ed  il  dia¬ 
metro  posto  nella  Cn  .  Le  prime  due  curve  non  possono  essere  che  iperboloiche  o  elit- 
tiche  ,  e  quindi  colla  seconda  trasformazione  noi  potremo  sempre  ottenere  il  circolo  ,  o 
l’iperbola  equilatere  ,  variando  opportunamente  la  lunghezza  delle  ordinate.  Per  far  que¬ 
sto  si  conduca  la  retta  mm'  sino  in  T'  ,  si  noli  n  f  —  n'T'  ,  e  per  T  si  guidi  una 
perpendicolare  alla  CT'  .  Si  trasporti  la  lunghezza  CT'  in  CA  ,  e  si  congiunga  A  con  T'  . 
Prolungate  le  ordinate  nm  ,  n'm '  sino  a  questa  retta  in  31 ,  M'  ,  risulta  CM  —  Cd/'; 
cosicché  dunque  la  elisse  che  passa  pei  tre  punti  M ,  3T  ,  31"  ,  avendo  il  centro  in  C, 
è  un  circolo  .  Descritto  pertanto  che  sia  un  tale  circolo  ,  taglierà  il  diametro  CT' 
nel  medesimo  punto  V  ,  che  lo  taglia  la  elisse  passante  per  li  punti  p  ,  p'  ,  p"  . 

Per  fissare  la  lunghezza  Cfi  del  diametro  conjugato  a  CF ,  bisogna  impicco¬ 
lire  il  diametro  CB  del  circolo  proporzionalmente  alle  diminuzioni  m3I ,  m'M'  ec. 
di  tutte  le  altre  ordinate  nM ,  n' 31'  ec.  Questo  si  ottiene  immediatamente  ,  intenden¬ 
do  che  la  CB  ,  muovendosi  parallelamente  a  se  medesima  ,  trasferisca  l’estremo  B  in 
B'  sulla  retta  T'  A  ,  e  1’  altra  retta  T'm  ne  staccherà  la  porzione  B'b'  proporzionale  alle 
Mm  ,  M'm' .  Tolta  dunque  da  CB  la  Bb  —  B'b'  ,  rimarrà  Cb  diametro  conjugato 
di  CF ,  ossia  l’asse  secondo  dell’ elisse  m"Fm'mb  .  Recata  finalmente  Cb  in  Cfi  ,  sa¬ 
rà  determinato  il  diametro  conjugato  dell’altra  elisse  p"/^p,pjS  ,  che  passa  pei  tre 
punti  assegnati  p  ,  pf  ,  p"  . 

Quando  poi  si  conoscono  due  diametri  conjugati  si  può  descrivere  la  curva  in 
varie  guise  .  Ma  volendo  profittare  di  quella  comodissima  accennata  nella  nota  del  §.  ly 4  > 
bisogna  fissare  la  posizione  delle  due  direttrici  ,  e  la  lunghezza  della  retta  che  le  de¬ 
ve  scorrere.  A  tal  fine  poniamo  nella  Big.  i3i  ,  i  due  semidiametri  conjugati  CF ,  Cfi  Jig.  i3l. 
della  Fig.  1 3o.  Dall’estremo  fi  si  tiri  una  retta  fiP  normale  sopra  CF ,  e  nel  di 
lei  prolungamento  si  prenda  la  porzione  fiQ  =  CF .  Descritta  la  indefinita  CQ  riusci¬ 
ranno  CF ,  CQ  le  ricercate  direttrici  ,  e  la  retta  PQ  ,  muovendosi  sopra  di  loro  coi 
punti  P  ,  Q  ,  genera  coll’  altro  punto  fi  la  elisse  dai  diametri  conjugati  CF ,  Cfi  . 

Questo  è  chiaro  ,  perchè  nella  posizione  della  figura  il  punto  generatore  fi  si  trova 
alla  massima  distanza  dalla  direttrice  CF  ,  e  quindi  la  tangente  della  curva  in  fi  sarà 
parallela  all’asse  delle  ascisse  CF .  Dunque  la  medesima  CF  è  il  diametro  conjugato  di 
Cfi  ,  nella  elisse  che  descrive  il  punto  fi  . 
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go  geometrico  una  superficie  necessariamente  del  secondo  grado  ,  e 
che  contenendo  le  tre  linee  Py>  ,  PyJ  ,  P p"  sarà  osculatrice  della  (*5). 

§.  332.  La  forma  dell’  osculatrice  di  secondo  grado  dipende  da. 

Jig.i2Q. quella  della  superficie  (S)  ,  Fig.  129,  o  piuttosto  dall’  indole  della 
sua  curvatura  nel  punto  P  . 

Se  in  questo  punto  ella  sarà  curva  in  un  senso  solo  la  superficie 
osculatrice  potrà  essere  una  elissoide,  come  abbiamo  tacitamente  sup¬ 
posto  nell’  esempio  ,  ed  anche  una  paraboloide  elittica ,  o  una  iperbo¬ 
loide  a  due  falde,  e  tutto  questo  non  dipende  che  dalla-  scielta  delle 
prime  tre  linee  Py,,PyJ  ,  Py,"  :  le  elissi  hanno  data  la  elissoide  ,  co¬ 
me  le  iperbole  ci  avrebbero  condotti  alla  costruzione  d’ un’ iperboloi¬ 
de  ,  e  le  parabole  a  quella  di  un  paraboloide  . 

Se  la  curvatura  nel  punto  P  fosse  nulla  in  qualche  direzione,  vale 
a  dire  che  la  superficie  (£)  fosse  sviluppabile  ,  allora  la  osculatrice 
non  potrebb’  essere  che  un’  altra  superficie  sviluppabile  ,  cioè  il  cono 
ovvero  il  cilindro,  nel  qual  caso  ambedue  le  generatrici  delle  super¬ 
fìcie  a  contatto  si  confonderebbero  insieme.  L’uno  dall’  altro  caso  ci- 
verrà  distinto  dalla  natura  della  linea  di  secondo  grado  che  si  può 
tirare  pei  tre  punti  y. ,  y,' ,  y,"  ,  perchè  nel  primo  caso  sarà  sempre 
una  olisse  ,  la  quale  naturalmente  passerà  eziandio  pei  tre  punti  dia¬ 
metralmente  opposti  ,  nel  secondo  sarà  il  sistema  di  due  rette  de- 
scrittibili  1’ una  per  y,  ,  y,' ,  y." ,  e  l’altra  per  gli  altri  tre  punti  opposti. 

Finalmente  se  la  curvatura  nel  punto  P  sarà  concavo-convessa  , 
1’  osculatrice  del  secondo  grado  non  può  essere  che  I’  iperboloide  di 
una  falda  ,  oppure  la  paraboloide  iperbolica  ;  e  di  questo  saremo  in¬ 
diziati  dal  risultare  un  iperbola  la  curva  ,  che  si  può  descrivere  pei 
tre  punti  y,  ,  y>'  y," ,  qualunque  sieno  le  tre  curve  di  secondo  grado 

Pp  >  Pp'  5  Pp"  • 

§.  333.  Si  noti  come  le  superficie  sviluppabili  nel  contatto  di  se- 
cond’  ordine  non  possono  oscularsi  che  per  tutta  la  estensione  delle  lo¬ 
ro  generatrici  .  In  quello  del  primo  sono  suscettibili  di  toccarsi  in  que¬ 
sta  medesima  guisa ,  ma  possono  poi  anche  disporsi  a  contatto  in  uno 
solo  de’  loro  punti  . 

§.  33'f.  Dappoiché  tutte  le  sezioni  eseguibili  pel  punto  di  contatto 
deggiono  essere  scambievolmente  osculatrici ,  quelle  che  si  posson  con- 


durre  per  le  rette  dell’  iperboloide  o  del  paraboloide  ,  avranno  la  sin¬ 
goiar  proprietà  d’essere  osculate  dalle  rette  medesime  .  Questo  signi¬ 
fica  ,  che  le  curve  prodotte  sulla  superficie  (S)  avranno  quivi  tre  punti 
infinitamente  prossimi  in  linea  retta  ,  cioè  infinito  il  raggio  di-  cur¬ 
vatura  ,  ed  in  alcuni  casi  la  linea  subirà  inflessione  nella  sua  curvatu¬ 
ra  ,  in  altri  no.  Come  poi  le  due  rette  nella  superficie  osculatrice  co¬ 
stituiscono  il  limite  tra  le  sezioni  r  che  s’incurvano  in  un  senso  e  quel¬ 
le  rivolte  nell’  altro  ,  così  le  sezioni  da  loro  osculate  servono  di  pas¬ 
saggio  dalle  une  alle  altre  ,  nella  superficie  [S)  .  Dallo  stato  positivo  al 
negativo  delle  due  curvature  di  una  superficie  non  si  può  passare  che 
per  lo  zero  ,  perchè  essendo  quivi  infinito  il  raggio  di  curvatura  ,  si 
può  considerare  tanto  da  una  parte  che  dall’  altra  della  superficie  . 

§.  335.  Se  la  superficie  (£)  sia  delle  gobbe  succederà  necessariamen¬ 
te  ,  che  la  di  lei  generatrice  si  confonderà  con  una  di  quelle  dell’iper¬ 
boloide  o  del  paraboloide  osculatore  giacché  per  nessuna  di  queste 
due  superficie  del  secondo  grado  si  può  fare  una  sezione  piana  ,  che 
abbia  qualche  punto  singolare  da  poter  mettere  in  contatto  di-second’ or¬ 
dine  colla  retta  delle  superficie  gobbe  .  Dunque  per  le  gobbe  succede 
come  per  le  sviluppabili  ,  che  l’osculo  non  può  aver  luogo  altro  che 
lungo  le  loro  generatrici  y  e  il  contatto  semplice  anche  in  ogni  si n- 
golo  punto  . 

Accade  perù  un  rilevante  divario  tra  l'una  ,  e  l’altra  specie  di  con¬ 
tatto  :  quello  del  prim’ ordine  può  avere  luogo  indistintamente  fra  tut¬ 
te  le  gobbe  ,  §.  207  ,  e  quello  del  secondo  soffre  qualche  restrizione, 
perchè  le  gobbe  aventi  un  piano  direttore ,  non  possono  osculare  quel¬ 
le  a  tre  direttrici  lineari  ,  e  soltanto  classe  per  classe  sono  suscettibili 
d’avere  questo  peculiare  rapporto  di  posizione  .  Questo  si  rileva  chia¬ 
ramente  dal  non  potersi-  osculare  fra  di  loro  secondo  una  generatrice 
li  iperboloide  ed  il  paraboloide ,  altrimenti  dovrebbero  per  necessità  oscu¬ 
larsi  eziandio  secondo  tutte  le  generatrici  dell’  altro  sistema  e  però  sa¬ 
rebbero  identiche  . 

§  336.  Tanto  il  paraboloide  osculatore  delle  gobbe  che  hanno  un 
piano  direttore  ,  quanto  V  iperboloide  per  quelle  a  tre  direttrici  ,  pos¬ 
sono  determinarsi  in  un  modo  analogo  a  quello  indicato  nel  §.  207  , 
pel  contatto  di  prim’ ordine.  Infatti  si  osservi ,  che  conducendo  per  tre 
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punii  di  una  gencralrice  della  superficie  gobba  i  rispettivi  piani  tan- 
gentj  ,  ognuno  di  questi  sega  la  superficie  nella  generatrice  ,  e  poi  in 
una  curva  che  incontra  la  retta  medesima  nel  punto  di  contatto  §.  204, 
il  quale  dev’essere  per  la  curva  un  punto  singolare  §.  33|.  Dunque  le 
tangenti  di  queste  curve,  tirate  pel  punto  in  che  ciascuna  di  loro  incon¬ 
tra  la  retta  generatrice  ,  avranno  di  comune  colle  curve  medesime  tre 
punti  infinitamente  prossimi,  e  perciò  1’  iperboloide ,  che  abbia  per  di¬ 
rettrici  queste  tre  tangenti  avrà  di  comune  colla  superfìcie  gobba  tre 
generatrici  infinitamente  prossime,  vale  dire  gli  sarà  osculatore. 

§.  337.  Intorno  le  superficie  concavo  -  convesse  che  non  sono  delle 
gobbe ,  accennammo  già  nel  §.  200  che  poco  o  nulla  se  ne  sa  di  gene¬ 
rale ,  e  però  ci  rivolgeremo  ad  esaminare  l’osculo  particolare  d’ una  so¬ 
la  ,  il  che  servirà  a  darci  le  cognizioni  più  recondite  della  sua  forma  . 

Consideriamo  la  superficie  anulare  del  toro,  e  determiniamo  l’ iper- 
fig.  i32.boloide  osculatore  di  un  punto;  per  esempio  F — c,  Fig.  i32.Tav.  XLII., 
Ma  senza  ricorrere  al  metodo  generale  del  §.  33o. ,  si  rifletta  ,  che  de¬ 
scrivendo  un’  iperbola  A  A' — -  gbg'  col  centro  C — c  ,  osculatrice  in 
B —  b  del  circolo  AB  —  aqbq' ,  e  facendo  ruotare  simultaneamente  que¬ 
ste  due  curve  d’  intorno  l’asse  C — cc',  la  prima  genera  il  toro  ,  e  la  se¬ 
conda  un  iperboloide  che  lo  oscula  in  tutta  la  circonferenza  BEB'F — bb\ 
e  quindi  nel  punto  richiesto  F — c  .  Noi  sappiamo  dal  §.  1 38  ,  che  gli 
assuntoti  dell’  iperbola  generatrice  sono  paralleli  alle  due  rette  che  pas¬ 
sano  pel  punto  F — c  dell’iperboloide,  e  per  conseguenza  le  due  ret¬ 
te  hk  ,  lih'  assintotiche  dell’  iperbola  gbg1 ,  rappresenteranno  quelle  che 
osculano  il  toro  nel  punto  medesimo  . 

Tutte  le  sezioni  fatte  nella  superficie  del  toro  per  queste  rette  pro¬ 
durranno  dunque  delle  curve  a  loro  osculatrici  nel  punto  F —  c ,  cioè 
Jig. 80.  prive  di  curvità  .  Pertanto  i  due  rami  della  curva  gm'g'clix'h' ,  Fig.  80. 
Tav.  XXV.  ,  nata  dalla  sezione  del  piano  tangente  J\1'X' ,  sarebbero  a 
contatto  di  second’  ordine  nel  punto  c  con  due  rette  che  si  conduces¬ 
sero  in  questa  figura  come  le  hk ,  h'k'  della  Fig.  i32  ;  vale  a  dire  che 
in  questo  punto  cangiano  entrambi  la  loro  curvezza  per  mezzo  di  un 
flesso  .  E  parimenti  le  sezioni  fatte  per  la  normale  c — FC  ,  e  per  ca¬ 
dauna  delle  rette  hk  ,  1iky ,  saranno  prive  di  curvatura  nel  punto  c. 
Passando  dentro  l’angolo  lidi  s’incurveranno  anteriormente  al  piano 
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tangente-,  e  posteriormente  se  si  dirigeranno  per  l’altro  angolo  hck' . 

§.  338.  Disegniamo  una  di  queste  due  sezioni  in  OFPF' ,  ripiegata 
sul  piano  (I.J  mediante  una  congrua  rivoluzione,  eseguita  dintorno  la 
normale  c — FC .  Nel  punto  F  \\  raggio  d’ osculo  è  infinito  ,  ma  si 
osservi  che  non  per  ciò  la  linea  soffre  cangiamento  di  curvezza  .  Que¬ 
sto  punto  senza  curvatura  non  serve  di  passaggio  alle  curvità  della  li¬ 
nea  FOF'P  ,  ma  sibbene  a  quelle  della  superficie ,  che  di  qua  e  dil¬ 
la  si  rivolgono  contrariamente  .  Questa  linea  offre  Y  esempio  di  un  pun¬ 
to  d’  amplesso  . 

Un’altra  delle  sezioni  normali  nel  punto  F — c  degna  di  rimarco 
è  quella  che  passa  per  la  tangente  cs ,  per  la  circostanza  che  il  suo  1 
piano  oltr’ essere  normale  alla  superficie  del  toro  nel  punto  C — c, 
gli  è  anche  tangente  ne’  punti  S  — s  ,  R  —  r  .  Essa  ha  il  contorno- 
F'SERFSE'R  disegnato  nel  piano  (I.)  ,  in  cui  si  suppone  adagiata 
per  via  di  una  conveniente-  rivoluzione ,  eseguita  d’ intorno  la  normale 
EF — c  .  Questa  periferia  ha  due  punti  dupli  R  ,  S  ;  e  cambiando 
¥  inclinazione  del  piano  normale  per  modo  che  si  accosti  all’  asse  della 
rivoluzione  ,  i  due  rami  RF'SF ,  RESE  si  distaccano  ne’  punii  me¬ 
desimi  come  facendolo  variare  in  senso  opposto  si  divide  la  Gurva  nei- 
due  rami  RF’SE' ,  RESE. .  Nel  primo  modo  di  variazione  la  curva¬ 
tura  de’ punti  E. ,  F  si  va  diminuendo  ognor  pia  sino  a  divenir  nul¬ 
la  y  quando  la  sezione  passa  per  M;,  indi  ripiegasi  nell’altro  senso,  e 
va  crescendo  dallo  zero  sino  a  che  il  piano  secante  tragitti  per  cc1 . 

Nel  secondo  poi ,  la  detta  curvatura  cresce  sempre  sino  a.  pareggiare 
quella  del  circolo  BEB'F . 

§.  33g.  Nel  descrivere  1’  iperbola  osculatrice  gbg£\  Fig.  r3à  T  rendesi  Jìg. 
noto  immediatamente  L’  asse  secondo  della  curva  ,  perchè  dev’  essere  me¬ 
dio  proporzionale  fra  cb  e  bd  §.  289, .  Ora  ,  se  queste  due  rette  siano 
eguali  l’ una  all’  altra  ,  !  iperbola  diviene  equilatere  y  e  perciò  ortogonali 
fra  di  loro  gli  assintoti  hk  ,  h'k! .  Dunque  nel  particolare  toro,  che 
abbia  il  circolo  generatore  uguale  a  quello  di  gola  ,  le  due  sezioni  per 
le  quali  succede  il  passaggio  delle  curvature ,  sono  scambievolmente  ret¬ 
tangolari  .  E  parimenti  a  squadra  si  tagliano  nel  punto  F — ci  due 
rami  della  sezione  prodotta  dal  piano  delle  rette  hk ,  h'k' ,  cioè  della. 
Leminiscata  168. 
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L  E  Z  I  0  N  E  6. 

Sulla  curvatura  delle  superficie  . 

— —itcce— — • 

§.  3/|0.  La  curvità  delle  superficie  in  ogni  singolo  punto  non  è  uni¬ 
ca  come  quella  delle  linee  .  Secondo  che  partendo  da  un  punto  si 
cammina  per  diverse  direzioni  ,  la  curvatura  della  linea  che  si  per¬ 
corre  varia  ;  ed  è  il  sistema  di  tulle  queste  curvature  ,  che  costituisce 
la  curvezza  della  superficie  nel  punto  che  si  considera. 

§.  34i.  Queste  curvature  lineari  delle  superficie  si  misurano  per  mez¬ 
zo  d'  una  sfera  tangente,  cd  osculatrice  in  quella  tal  direzione  ,  di  mo¬ 
do  che  generalmente  riuscirà  diversa  dalla  curvatura  della  linea  con¬ 
siderata  isolatamente,  non  già  perchè  una  linea  possa  avere  più  di  una 
curvatura  ,  ma  perchè  diverso  è  il  modo  di  misurarla  .  Il  raggio  deter¬ 
minato  da  tre  punti  infinitamente  prossimi  ,  misura  la  curvezza  della 
linea,  ed  il  raggio  della  sfera,  che  passando  per  questa  circonferenza 
tocca  la  superficie  proposta  misura  la  di  lei  curvità  nella  direzione  di 
Jig.  122.  questa  linea.  È  sempre  il  medesimo  arco  circolare  Aa  della  Fig.  122. 
Tav.  XL.  ,  che  nel  primo  caso  si  considera  descritto  dal  raggio  AG  , 
nel  secondo  della  retta  Ag ,  (  vedi  il  §.  3o5  )  la  quale  diretta  che  sia 
normalmente  ad  una  superficie  cui  appartenga  l’arco  Aa ,  costituisce 
il  raggio  della  sfera  tangente  la  superficie  medesima  nel  punto  A  ,  ed 
osculatrice  nella  direzione  Aa  §.  3ai. 

Nel  caso  che  la  AG  risulti  normale  alla  superficie,  il  raggio  della 
sfera  osculatrice  della  superficie  coincide  con  quello  del  circolo  oscu¬ 
latore  della  linea;  e  però  la  curvatura  di  una  superficie,  in  tutte  quelle 
direzioni  di  cui  il  piano  osculatore  passa  per  la  di  lui  normale  ,  è  pre¬ 
cisamente  uguale  alla  curvatura  di  quella  medesima  linea  .  La  speciale 
curvatura  delle  sezioni  piane,  fatte  per  la  normale  di  una  superficie, 
sarà  dunque  identica  alla  curvatura  della  superficie  nel  senso  di  quel¬ 
la  sezione  . 

§.  3/|2.  Ma  la  forma  di  tutte  quante  le  superficie  in  ogni  punto 
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viene  ridotta ,  per  le  cose  dimostrate  nelle  due  Lezioni  precedenti  ,  a 
quella  tanto  più  semplice  dei  vertici  delle  superficie  di  secondo  gra¬ 
do;  dunque  si  può  stabilire  che  le  infinite  superficie  offerte  dalla  geo¬ 
metria  sono  divisibili  in  due  gran  classi  ,  comprendendo  nell’  una  quel¬ 
le  che  sono  curve  in  un  senso  solo,  e  nell’altra  quelle  che  s’incur¬ 
vano  a  parti  opposte  .  Le  quali  vengono  poi  unite  da  una  terza  spe¬ 
cie  di  superficie,  che,  a  giustamente  parlare,  non  fa  parte  uè  dell’  una 
nè  dell’altra  ,  ma  serve  loro  di  limite  comune  .  Di  modo  che  si  potran¬ 
no  percorrere  tutte  le  forme  in  un  punto  della  estensione  figurata  , 
attribuendo  dapprima  la  medesima  direzione  alle  due  curvature,  indi 
facendone  variare  una  dall’infinito  sino  allo  zero,  nel  qual  caso  sare¬ 
mo  giunti  allo  stato  intermedio  fra  una  classe  e  l’ altra  ,  e  la  super¬ 
ficie  sarà  divenuta  sviluppabile  ;  e  poi  costringendo  questa  medesima 
curvatura  a  variare  dallo  zero  sino  all  infinito  negativo  . 

§.  343.  Teorema  1.  Fra  tutte  le  sezioni  piane  che  si  possono  fare 
per  la  normale  di  una  superficie  ,  la  più  e  la  meno  curva  ,  sono  co¬ 
stantemente  rettangolari  fra  di  loro  • 

Si  consideri  1’  osculatrice  di  secondo  grado ,  ed  è  patente  che  uno 
de’  suoi  assi  cadrà  sulla  normale  della  superficie  .  Ma  per  cadaun  asse 
di  una  superficie  del  secondo  grado  ,  passano  due  sezioni  principali 
scambievolmente  ortogonali ,  una  delle  quali  è  di  massima  e  1’  altra  di 
minima  curvatura  ,  rispetto  a  tutte  le  altre  sezioni  che  si  possono  ti¬ 
rare  per'  f  asse  medesimo  .  Dunque  eziandio  le  sezioni  di  massima  e  di 
minima  curvatura  della  superficie  osculata  ,  sono  fra  loro  perpendicolari . 

§.  344*  I  raggi  di  curvatura  di  queste  sezioni  ,  cioè  il  più  grande  ed 
il  più  piccolo  raggio  di  curvatura  delle  sezioni  normali  di  una  super¬ 
ficie  ,  sono  stati  chiamati  raggi  di  curvatura  della  superficie  medesi-  ; 
ma  rispetto  a  quel  dato  punto  ,  per  la  ragione  che  essi  soli  bastano  alla 
determinazione  di  tutte  le  altre  curvature  .  Questo  è  chiaro  ,  perchè 
ogni  qual  volta  tra  le  sezioni  P/iE  ,  Pfi'E  ,  PyJE  della  Fig.  129.  y7g-.i29. 
Tav.  XLI. ,  ve  ne  siano  due  principali ,  la  terza  diviene  inutile  per  de¬ 
terminare  1’  osculatrice  di  secondo  grado  .  Invece  dei  tre  punti  fi ,  yJ ,  fi"  , 

Fig.  i3o  ,  non  se  ne  avranno  che  due  ,  ma  che  saranno  i  vertici  ;  e 
per  conseguenza  saranno  sufficienti  alla  descrizione  della  curva  di  se¬ 
condo  grado  del  §.  33 1  ,  che  si  projetta  in  fiF,Fig.  129.  Tutte  le 
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sezioni  della  superfìcie  (S) ,  tirate  per  la  normale  PE  ,  tagliano  il  pia¬ 
no.  principale  della  superficie  osculatrice  rappresentato  in  \juF  secon¬ 
do  un  diametro  ;  ed  una  terza,  proporzionale  al  semiasse  PC  della  su¬ 
perficie  ,  ed  alla  metà  di  questo  diametro  della  curva  ,  sarà  costante¬ 
mente  il  raggio  di  curvatura  della  sezione  fatta  in  (ó’)  ,  §.  289. 

Ma  gli  è  altresì  chiaro  che  per  descrivere  la  curva  di  secondo  grado 
projettala  in  pF ,  non.  è  assolutamente  necessario  che  i  due  punti  as¬ 
segnali  siano  i  vertici  degli  assi ,  e  basta  che  lo  siano  di  qualunque  al¬ 
tra  coppia  di  diametri  conjugati ,  §.  33i.  E  questo  porta  con  se  eviden¬ 
temente  la  conseguenza  ,.  che  per  conoscere  tutte  le  curvature  della  su¬ 
perficie  (51)  nel  punto  P  ,  basta  conoscere  quella  di  due  sezioni  con¬ 
iugate  fra  di  loro  quali  si  siano  .. 

§.  3/|5.  Studiando  le  superficie  per  via  dell'analisi  si  sono  preferite 
da  tutti  le  due  sezioni  coniugate  ortogonalmente  per  presentare  l’ele¬ 
mento  della  loro  forma  .  Questa  è  una  distinzione  che  per  verità  si 
doveva  alla  stessa  giacitura  ,.  che  agevola  sino,  al  supremo,  grado  tutti 
i  calcoli  ;  ed  alla  particolarità  delle  due  curvature  che  additano  quelle 
linee  .  Ma  nell’  islesso  tempo  è  di  leggieri  a  vedere  ,  che  qualunque  al¬ 
tra  coppia  di  sezioni  coniugate  potrebb’  essere  atta  ad  annunziare  la 
curvatura  delle  superficie,  posto  che  essa,  dipende  ugualmente  dalle  une 
e  dalle  altre  .. 

Queste  considerazioni  valgono  a  dimostrare  quanto  poco  siano  esatte 
le  sentenze  d’ alcuni  autori:  chele  superfìcie  hanno  due  sole  curva - 
ture  5  che  le  sfere  tangenti  alle  superfìcie ,  ed  osculatrici  nelle  di - 
rezioni  della  massima  e  minima  curvatura  >.  sono  rispetto  alle  su¬ 
perfìcie  come  i  circoli  osculatori  rapporto  alle  linee  ;  e  che  queste 
medesime  sfere  sono  quelle  che  toccano  più  intimamente  le  super¬ 
fìcie ,  e  però  si  devono  chiamare  assolutamente  sfere  osculatrici. 

§.  346.  Resta  però  da  provare  ,  che  le  due  sfere  osculatrici  di  una 
superficie  secondo  le  direzioni  della  massima  e  della  minima  curva¬ 
tura  ,  non  sono  veramente  quelle  che  hanno  il’  contatto  più  intimo, 
colla  quale  ricerca,  verrà  eziandio  esaurito  Y  accenno  del  §.  326. 

Intendasi  un  taglio  nell’  elemento  del  contatto  ,  che  ha  luogo  tra  le 
due  sfere  sovraddette  ed  il  vertice  di  una  superficie  del  secondo  gra¬ 
do  ,  eseguito  perpendicolarmente  alla  normale .  È  manifesto  che  il  sisle- 
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ma  delle  curve  prodotte  da  questa  sezione  può  essere  quello  della Fig.  i33,Jtg.i33. 
come  pure  che  tutte  le  altre  sfere  osculatrici  verrebbero  tagliate  dal  me¬ 
desimo  piano  in  una  circonferenza  intercetta  fra  ledue  AbCd  ,  aBcD . 

Tutto  questo  sussiste  per  ogni  punto  di  qualsivoglia  superfìcie  curva  in 
un  solo  senso  . 

Ora  7  se  alcuna  delle  sfere  osculatrici  fosse  tale ,  che  tutte  le  sue  cur¬ 
vature  considerate  parzialmente  in  ogni  direzione  ,  si  accostassero  alle 
corrispondenti  curvature  individuali  della  superficie  ,  più  che  in  qua¬ 
lunque  altra  sfera ,  questa  certamente  avrebbe  il  contatto  più  intimo  e 
la  maggior  conformità  di  curvezza  ,  perchè  sarebbe  a  perfetto  contatto 
di  second’  ordine  .  Ma  una  sfera  tale  non  può  esistere  ,  e  succede  per 
forza  che  queste  due  proprietà  si  disgiungono ,  rimanendo  distinta  la  sfe¬ 
ra  del  contatto  più  intimo ,  da  quella  che  ha  la  maggiore  conformità  di 
curvezza  .  La  prima  è  quella  del  massimo  avvicinamento  assoluto  ,  cioè 
quella  in  cui  la  somma  di  tutte  le  curvature  parziali  si  accosta  alla  som¬ 
ma  di  tutte  le  parziali  curvature  della  superficie ,  più  che  in  qualunque 
altra  sfera;  e  la  seconda  è  quella  che  nella  direzione  del  massimo  allon¬ 
tanamento  si  distacca  dalla  superficie  meno  di  tutte  le  altre  . 

§.  347.  L’ una  e  l’altra  sfera  è  facile  a  determinarsi.  Notiamo  n  il 
vertice  della  superficie  rappresentato  in  P ,  Fig.  1 33  ,  e  si  figuri  per  UJìg.133, 
normale  di  questo  punto  una  sezione  piana  indicala  con  FG  .  La  cur¬ 
vatura  della  superficie  in  questa  direzione  sarà  misurata  da  un  circolo 


FG 


I  Ut 

che  abbia  per  raggio  ;  (*)  e  però  la  somma  di  tutte  le  curvatu- 


(*)  Per  dimostrare  la  legittimità  di  questa  espressione 
osculatore  ,  fig.  1 33  bis  ,  che  contieue  i  tre  punti  P,  n  ,  G  , 
tesiino  FnG  della  fig.  1 33  .  Avremo 


Pir  =■ 


1JG 

PrT 


consideriamo  il  circolo 

ossia  l’archetto  infini- \ZZ.bis 


Ma  essendo  infinitamente  prossimi  i  tre  punti  i P,  TI ,  G  ,  riesce  nP  infinitesima  del 
second’  ordine  ,  e  PG  del  primo  ,  cosicché  Pnr  è  quantità  finita  ;  e  però  rispetto  a  lei 
svanisce  1’  altra  quantità  Pn  infinitesima  di  second’  ordine  .  Dunque  il  diametro  del  cir¬ 
colo  osculatore  della  superficie,  nella  direzione  GF ,  è  la  stessa  P7T  ;  ed  il  raggio  uguale 

Pg\  po' 

aPn  ““  8Pn  ' 


*7 


a  i  x 
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re  lineari  del  punto  n  ,  sarà  proporzionale  alla  sommatoria  di  tutti  i 
diametri  FG  dell’  elisse  ABCD ,  cioè  all’ disse  medesima  .  Per  1’ is tes¬ 
sa  ragione  la  somma  di  tutte  le  curvature  parziali  delle  sfere  osculatrici 
si  trova  proporzionale  al  circolo ,  che  ascinde  in  ognuna  di  loro  il  pia¬ 
no  della  figura  ,  come  i  due  AbCd ,  aDcD  ,  nelle  estreme  .Ma  la  pri¬ 
ma  somma  di  queste  curvature  lineari  costituisce  la  curvatura  della  su¬ 
perficie  nel  punto  n  y  e  la  seconda  quella  della  sfera  nel  medesimo 
punto  §.  34o  ;  dunque  la  sfera,  in  cui  un  tale  circolo  sia  uguale  alla 
disse  ABCD,  avrà  il  complesso  di  tutte  le  sue  curvità  uguale  al  com¬ 
plesso  di  tutte  quelle  della  superficie  y  cioè  avrà  con  lei  il  contatto  più 
intimo  .  Ma  il  circolo  dal  raggio  medio  proporzionale  fra  AP  ,  e  PB 
uguaglia  la  disse  ABCD  ;  (*)  e  però  la  sfera  che  tocca  più  intima- 

AC .  BD 

mente  la  superficie  ha  per  raggio  r  ossia  ha  il  raggio  medio 

proporzionale  fra  i  due  di  massima  e  di  minima  curvatura  . 

È  poi  chiaro  che  tutti  i  circoli  y  compresi  fra  i  due  aBcD  ,  AbCd  , 
si  allontanano  dalla  elisse  ABCD  in  qualche  punto  più  di  quello  che 
spinga  il  suo  raggio  sino  alla  metà  di  Aa  ;  e  quindi  la  sfera ,  che  abbia 
il  raggio  medio  aritmetico  fra  i  due  di  massima  e  di  minima  curvatura , 
sarà  quella  massimamente  conforme  alla  curvezza  della  superficie. 

§.  34&  Altrimenti  bisogna  ragionare  per  le  superficie  concavo-con¬ 
vesse,  rispetto  alle  quali  la  sezione  fatta  nell’ elemento  del  contatto  ri¬ 
sulta  iperbolica  §.  33a  ,  e  può  eseguirsi  tanto  da  una  parte  che  dall’  al- 
Jìg. i34.tra  del  punto  di  contatto.  Presentiamole  ambedue  nella  Fig.  i34,  ed 


(*)  Applicando  l’equazione  y •=  ~ “ 


dell’  elisse  alla  formola  genera- 


le  if.ydx  delle  superficie  piane  , 


si  trova  subito  1*  area  eliitica  espressa  da 


M  *’/  dx.  a*  —  esprime  1*  are»  d’  un  circolo  di  raggio  a,  e  però  si  può  no¬ 


tare  con  Tra*.  Dunque  1* area  dell* elisse  sarà  uguale  *7T  ab  ,  cioè  uguale  ad  un  circolo 
che  abbia  per  raggio  y'aò  . 
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è  chiaro  cbe  V  aggregato  di  tutte  le  curvature  non  può  essere  rappre¬ 
sentato  che  da  una  sfera  di  raggio  infinito,  poiché  tanto  in  un  senso 
che  nell’  altro  i  raggi  delle  sfere  osculatrici ,  cominciando  da  quello  di 
massima  curvatura  ,  van  crescendo  fino  a  questo  estremo  .  Di  maniera 
che  per  questa  classe  di  superficie  ,  il  piano  tangente  determinato  da¬ 
gli  assintoti  ac  ,  bd  ,  §.  227  ,  viene  ad  essere  la  sfera  osculatrice  nella 
direzione  de’  medesimi  assintoti  §.  32&;  e  questa  ha  contatto  più  inti¬ 
mo  di  tutte  k  altre  .  È  poi  anche  quella  che  ha  la  maggiore  confor¬ 
mità  di  curvatura  ,  poiché  tutte  le  altre  sfere  osculatrici  si  allontanano 
dalla  superficie  in  qualche  parte  più  di  questa  che  ha  il  raggio  infinito. 

LEZIONE  7. 

Sulla  curvatura  delle  sezioni  piane  delle  superficie  . 

— — a»»»»»»®»»*— — 

349.  Teorema  r.  La  somma  dei  raggi*  di  curvatura  di  due  se¬ 
zioni  fatte  per  la  normale  di  una  superficie  in  direzioni  conjugate  è 
una  quantità  costante . 

Si  intenda  la  superficie  del  secondo  grado  osculatrice  della  proposta 
nel  punto  che  si  considera  ;  come  pure  la  sezione  principale  di  que¬ 
sta  osculatrice  ,  che  è  perpendicolare  alla  normale  del  punto  di  con¬ 
tatto,  e  per  maggiore  chiarezza  applichiamo  questo  discorso  alla  Fig.  12-9.  fg.ng» 
Le  due  sezioni  proposte  segnano  nel  piano  della  sezione  principale 
projettata  in  p>F  due  diametri  conjugati  ;  ed  una  terza  proporzionak 
dopo  il  semiasse  PC  ed  ognuno  di  questi  semidiametri ,  conjugati  fra 
loro,  dà  il  raggio  di  curvatura  delle  due  indicate  sezioni  di  ,  §.  289. 

Ma  dalla  teoria  delle  linee  di  secondo  grado  si  sa  ,  che  la  somma  dei 
quadrati  di  due  semidiametri  eonjugati  é  costante  ;  e  tale  dunque  si 
manterrà  anche  se  1’  uno  e  V  altro  di  questi  quadrati ,  si  divida  per 
una  medesima  quantità  PC .  E  per  conseguenza  la  somma  dei  raggi 
di  curvatura  di  due  sezioni  conjugate,  condotte  per  la  normale  di  qual¬ 
sivoglia  superficie ,  è  una  quantità  costante. 

Nè  sia  di  ostacolo  alla  generalità  del  presente  teorema  la  circostan¬ 
za  che  nelle  iperbole  è  costante  la  differenza  e  non  la  somma  de’  qua- 
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drali  dei  diametri  conjugati .  Qualora  la  sezione  principale  projettata 
in  pF  sia  un  iperbola,  e  non  una  disse,  la  curvatura  della  superfi¬ 
cie  ( S )  nel  punto  P  è  concavo-convessa  ,  e  le  sezioni  conjugate  sono 
costantemente  rivolte  in  senso  contrario  ,  cosicché  la  somma  de’  loro 
raggi  di  curvatura  è  per  appunto  la  somma  di  due  quantità,  una  po¬ 
sitiva  e  1’  altra  negativa  . 

§.  35o.  Teorema  i.  Dividendo  1’  unità  pel  raggio  osculatore  di  due 
sezioni  fatte  rettangolarmente  per  la  normale  di  una  superficie  ,  la 
somma  dei  due  quozienti  è  una  quantità  costante  per  tutte  le  posizio¬ 
ni  delle  due  sezioni  rettangolari  . 

I  raggi  di  curvatura  delle  sezioni  normali  di  una  superficie  sono 
proporzionali  ai  quadrali  dei  diametri  della  sezione  principale  ,  fatta 
nell’  osculatrice  di  secondo  grado  perpendicolarmente  alla  normale  della 
superficie  §.  289.  Dunque ,  siccome  consta  dalla  teoria  delle  linee  di 
secondo  grado ,  che  dividendo  1’  unità  pel  quadrato  di  due  semidia¬ 
metri  posti  ortogonalmente  l’uno  all’ altro,  la  somma  dei  quozienti  è 
una  quantità  costante;  così  lo  sarà  eziandio  quella  dei  quozienti  che 
risultano  dividendo  f  unità  pei  raggi  di  curvatura  delle  proposte  se¬ 
zioni  normali  della  superficie  (*)  . 


(*)  Per  non  lasciar  niente  a  desiderare  sulle  proprietà  delle  linee  di  secondo 
grado  ,  che  non  sono  comuni  a  tutti  i  trattati ,  i-echeremo  la  dimostrazione  di  quella 
che  si  è  invocata  per  provare  il  teorema  .  Si  prenda  dalla  nota  del  §.  289.  il  valore 
analitico  di  qualunque  diametro 


b%  -h  x  *  (  a  —  b'  ) 


Jìg.l  19.  Fig.  119.  Tav.  XXXIX.  ,  ed  invece  della  variabile  x  s’  introduca  1'  angolo  QCP  =  0  , 
per  modo  che  x  =  CP  =  CQ  cos.  <p  .  Sostituendo  si  avrà 

1  _  a  —  a  cos.  0  -4-  b  cos.  0 

TFT' 

Un  altro  diametro  CQ'  che  s’  intenda  a  squadra  con  CQ ,  farà  un  angolo  coll’  asse  CP 
ugnale  al  complemento  di  0  ,  e  perciò  si  avrà 


1 

CQ'1 


»  »  »  ^  »  »  • 

a  — a  sen.  0  -t-  0  seri.  0 


§‘.  35 1.  Senza  maggiori  difficoltà  si  potrebbero  dimostrare  gli  altri 
teoremi  d’ Euler  sulla  curvatura  delle  sezioni  normali  delle  superfi¬ 
cie  .  Ma  basta  per  lo  scopo  nostro  di  aver  riportato  i  due  ,  che  ad¬ 
ditano  il  rapporto  con  cui  si  legano  insieme  le  curvature  delle  sezio¬ 
ni  ,  collocate  scambievolmente  in  modo  da  poter  giovare  le  arti ,  piuc- 
chè  in  qualunque  altra  loro  disposizione  .  Collo  stesso  intendimento 
rivolgiamoci  alle  sezioni  obblìque  . 

§.  352.  Teorema  3.  Se  per  la  tangente  di  una  superficie  sian  fatte 
due  sezioni  piane  ,  una  normale  e  1’  altra  obbliqua  ,  il  raggio  di  cur¬ 
vatura  della  sezione  obbliqua ,  sarà  nel  proprio  piano  la  projezione  del 
raggio  di  curvatura  della  sezione  normale.- 

Sia  disposta  in  contatto  della  superficie  una  sfera  ,  che  inoltre  la 
osculi  nel  punto,  e  nella  direzione  medesima  dall- assegnata  tangente. 

I  piani  delle  due  sezioni  enunciate  segheranno  la  sfera  nei  circoli  oscu¬ 
latori  delle  sezioni  medesime  §.  32 1.,  e  quello  che  passa  per  la  nor¬ 
male  passerà  altresì  pel  centro  della  sfera ,  cioè  la  segherà  in  un  cir-  ~ 
colo  massimo  .  Ma  il  raggio  del  circolo  massimo  di  una  sfera  si  pro¬ 
ietta  sul  piano  di  un  circolo  minore  che  le  sia  tangente ,  nel  pro¬ 
prio  di  lui  raggio  ;  dunque  il  raggio  di  curvatura  della  proposta  se¬ 
zione  obbliqua  è  projezione  del  raggio  di  curvatura  dell’  altra  sezio¬ 
ne  normale  .. 

Per  rendere  sensibili  tutte  le  proposizioni  semplicemente  enunciate  , 
sia  (S); —  (j),  Fig.  i35.  Tav.  XLIIL  ,  la  superfìcie ,  collocata  per  maggior  Jìg.  i35. 
comodo  in  maniera5  che  la  retta  sia  tangente  al  contorno  apparente 
e  per  pendicolare  al  piano  (II.)  ,  cioè  sia  là  PT —  p  .  La  normale  sarà 
rappresentata  in  PN —  pn  ,  cosicché  la  sfera-  (2)  —  (<r) ,  osculatrice  nel 
punto  P  —  pr  e  nella  direzione  PT — p,  avrà  il  centro  C—c  in 
qualche  punto  della  PN  —  pn  .  Il  circolo  (2) — pa  sarà  osculatore  in 
P  della  curva  PQR  —  pn  ,  e  quello  che'  osculerà  la  sezione  obbli- 


Sòmmando  queste  due  equazioni  risulta 

1  J _  _  a+b* 1' 

CQ *  CQ '*  a1  h 1 

cioè  la  somma  dei  quozienti  indipendente  dall’angolo  (p  ,  vale  a  dire  costante  per  qua¬ 
lunque  sia  la  posizione  della  coppia  dei  diametri  ortogonali  CQ  ,  CQ'  . 
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qua  PLO  -rr-  po  avrà  il  diametro  pb  ,  che  naturalmente  e  la  proie¬ 
zione  di  pa  sul  piauo  della  sezione  ohbliqua  . 

§.  353.  Questo  Teorema  è  analogo  a  quello  del  §.  2q3.  ,  perchè  il 
raggio  di  curvatura  della  sezione  ohbliqua  è  uguale  a  quello  della  se¬ 
zione  normale  moltiplicato  pel  cosseno  d’inclinazione  tra  i  piani  delle 
due  sezioni .  Si  vede  dunque  che  progettando  la  sezione  normale  PQR 
sul  piano  po  della  sezione  ohbliqua  ,  la  curva  di  projezione  avrebbe 
nel  punto  p  la  medesima  curvatura  della  stessa  sezione  ohbliqua  . 

§.  354.  Teorema  4*  Sul  piano  di  una  sezione  normale  ,  tutte  le  al¬ 
tre  sezioni  piane  di  una  superfìcie,  tangenti  alla  sezione  normale,  si 
progettano  secondo  delle  curve  osculatrici  a  lei  medesima . 
fig.  1 35.  Consideriamo  il  sistema  della  Fig.  i35.  paragonando  la  sezione  ob- 
bliqua  PLO — po  alla  normale  PQR  —  pn  .  Il  circolo  osculatore 
della  sezione  ohbliqua  si  projetta  in  pb  sul  piano  (II.) ,  ed  in  PEFH 
sul  (I.)  .  Questa  curva  dev’essere  un’ disse  osculatrice  in  P  dell’altra 
curva  PLO  §.  287.  ,  coll’  asse  maggiore  HE  parallelo  alla  tangente 
PT ,  ed  uguale  al  diametro  pb  del  circolo  obbiettivo  . 

Il  raggio  di  curvatura  deli’  disse  medesima  nel  punto  P  sarà  dun- 


,  DE 

que  uguale  —  = 


e  per  causa  del  triangolo  rettangolo  pdc  , 


uguale  pc  —  PC  .  Ha  PC  è  il  raggio  del  circolo  (2)  osculatore  della 
curva  PQR  §.  353.  ,  dunque  la  disse  PEFH  ha  contatto  di  se- 
cond’ ordine  colla  curva  PQR.  Avendolo  poi  anche  coll’altra  curva 
PLO  ,  come  si  è  notato  dapprima  ,  ne  viene  che  le  due  curve  sono 
scambievolmente  osculatrici  nel  punto  P,  cioè  la  projezione  di  qual- 
sisia  sezione  obbliqua  ,  eseguita  sul  piano  di  una  sezione  normale,  os¬ 
cula  la  curva  di  questa  medesima  sezione  . 

§.  355.  Tale  è  la  legge  estremamente  semplice  che  lega  le  sezioni 
normali  alle  obblique  di  una  superficie.  Essa  è  conosciuta  sotto  il  no¬ 
me  di  teorema  di  Meusnier ,  perchè  egli  fu  il  primo  a  dimostrare , 
che  1  circoli  osculatori  di  tutte  le  sezioni  piane  di  una  superficie 
fatte  per  una  tangente  sono  costituite  in  una  superficie  sferica  ;  ed 
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è  suscettibile  di  belle  applicazioni  nella  Prospettiva  ,  e  nella  teoria 
delle  ombre  .  (*) 

lezione  8. 

Sulle  linee  di  curvatura  delle  superficie . 

■  —cocce— 

§.  356.  Teorema  1.  Fra  tutte  le  normali  che  si  posson  condurre 
ad  una  superficie  di  secondo  grado  ,  soltanto  quelle  che  partono  dalle 
sezioni  principali  possono  incontrare  gli  assi  . 

Sia  ABCD ,  Fig.  i36.  la  projezione  della  superficie  collocata  in  modo  fìg.i'òij. 
che  AC ,  j BD ,  e  P  siano  le  prelezioni  dei  tre  assi  .  Vediamo  se  la 
normale  corrispondente  ad  un  qualunque  punto ,  progettato  in  N-,  pos¬ 
sa  incontrare  1’  asse  verticale  della  superficie .  A  tale  effetto  facciasi  pel 
punto  che  si  considera  una  sezione  orizzontale  ,  che  si  projetterà  in  una 
curva  NB'A'D'C  simile  alla  ABCD .  La  projezione  della  normale  della 
superficie,  nel  punto  rappresentato  in  V,  dev’  essere  perpendicolare  alla 
curva  A'B'C'D' ,  §.  210.,  e  perchè  la  normale  obbiettiva  potesse  incon¬ 
trare  l’asse  verticale  della  superficie  ,  bisognerebbe. che  la  sua  projezione 
si  dirigesse  al  centro  P  della  curva  ;  ma  questo  non  può  succedere  a 
meno  che  N  non  sia  un  vertice,  o  la  curva  A'B'C'D'  non  sia  circola¬ 
re,  vale  a  dire  di  rivoluzione  la  superficie .  Se  N poi  fosse  uno  dei  ver¬ 
tici  della  curva  A'B'C'D' ,  allora  ei  sarebbe  costituito  in  una  delle  due 
sezioni  principali  della  superficie  rappresentate  in  AB ,  BD . 


(*)  Nel  §.  98.  si  accennò  questo  luogo  per  dimostrare  ,  che  le  linee  di  massi¬ 
mo  pendio  descritte  dalle  acque  scorrenti  liberamente  sulla  superficie  terrestre  sono 
di  minima  distanza  .  Io  era  d’  avviso  in  quel  momento  di  riprendere  1’  istessa  digres¬ 
sione  ,  ma  parendomi  ora  soverchio  ,  adempio  puramente  l’obbligo  di  quella  citazione  . 

L’  enunciata  proposizione  dipende  dal  principio  esposto  nel  §.  c )4-  ,  perchè  fissato 
un  punto  su  di  una  superficie  per  discendere  al  livello  di  una  sezione  orizzontale  vi 
possono  essere  più  linee  di  cui  la  lunghezza  sia  un  minimo  ;  e  d’  ognuna  di  queste  sarà 
poi  un  massimo  la  inclinazione  all’orizzonte.  Per  causa  della  prima  condizione  da  qual¬ 
sivoglia  punto  si  esca  fuori  della  linea  si  dirigerà  per  una  via  più  lunga  ,  e  per  conse¬ 
guenza  meno  inclinata  all’  orizzonte  .  Dunque  le  linee  di  minima  distanza  sono  anche 
di  massimo  pendìo  .  Quella  poi  discorsa  dalle  acque  ,  e  da  qualunque  altro  grave,  sarà 
la  più  inclinata  fra  tutte  quelle  di  cui  la  inclinazione  è  un  massimo  . 

28 
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Come  si  è  dimostralo  che  la  normale  spiccala  dal  punto  rappresen¬ 
tato  in  N  non  incontra  1’  asse  projetlato  in  P  ,  ugualmente  si  prova 
che  non  può  segare  neppure  gli  altri  due  assi.  Basta  projettare  la  su¬ 
perficie  sovra  dei  piani  a  doro  normali,  e  saranno  applicabili  i  mede¬ 
simi  ragionamenti  .  Il  teorema  resta  dunque  comprovato  . 

§..  3 5^.  Teorema  2.  Tirata  la  normale  di  una  superficie  ,  tra  tutte 
le  altre  normali  clic  si  possono  condurre  alla  superficie  medesima,  d’  in¬ 
torno  ed  infinitamente  prossime  alla  prima  ,  due  soltanto  la  incon¬ 
treranno  . 

S’  intenda  la  superficie  di  secondo  grado  osculatrice  della  proposta 
con  un  vertice  ,  nel  punto  da  cui  parte  la  normale  assegnata  ,  ed  è  ma¬ 
nifesto  prima  di  tutto  che  questa  normale  coinciderà  con  un  asse  della 
superficie  di  secondo  grado ,  poi  che  tutte  le  normali  consecutive  sa¬ 
ranno  comuni  alle  due  superficie  osculatrici  .  Ma  pel  teorema  precedente 
due  soltanto  sono  le  normali  consecutive  ad  un  asse  delle  superfìcie  di 
secondo  grado  ,  che  possono  incontrare  l’asse  medesimo;  dunque  ezian¬ 
dio  la  normale  di  una  superficie  qualunque  non  può  essere  tagliata 
che  da  due  altre  fra  le  infinite  normali  consecutive  a  lei  . 

Corollario  .  Le  direzioni  accennate  sovra  la  superficie  dalle  due  nor¬ 
mali  ,  che  raggiungono  la  proposta,  sono  costantemente  rettangolari  fra 
di  loro  ,  perchè  sono  le  direzioni  di  due  sezioni  principali  d’  una  su¬ 
perficie  di  secondo  grado  ;  e  per  la  medesima  ragione  sono  anche  quel¬ 
le  di  massima  e  minima  curvatura,  come  si  disse  al  §.  3/j3. 
fìg.i?r].  §.  358.  Se  dal  punto  P  di  una  superficie  (S)  ,  Fig.  i3-y  ,  si  passa 
in  P'  sulla  direzione  della  più  gran  curvatura  della  superficie,  la  nor¬ 
male  P'N'  anderà  ad  incontrare  la  PJS  in  qualche  punto  N''  §.  35^  .  Al 
modo  istesso  la  P'N'  sarà  tagliata  da  un’altra  normale  P"N"  che  si  ot¬ 
terrà  partendo  dal  punto  P''  posto  nella  direzione  della  massima  cur¬ 
vatura  .  Continuando  in  tal  guisa  si  disegnerà  sulla  superficie  (A)  una 
serie  di  punti  P  ,  P' ,  P,h ^P'"  ec.  tali  che  in  ciascuno  di  loro  la  di¬ 
rezione  della  linea  nella  quale  sono  costituiti  è  quella  della  maggior 
curvatura  fra  le  sezioni  normali  della  superficie  .  E’  stata  nominata  que¬ 
sta  ,  linea  di  massima  curvatura  della  superficie  ,  e  la  ragione  ne  è 
patente . 

Se  del  punto  P  ,  invece  di  seguire  la  direzione  delle  più  gran- 
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di  curvature  ,  si  fosse  costantemente  andati  dietro  all’  altra  traccia 
P  ,  P/,  P// ,  P/// ,  e  c.  secondo  la  quale  s’incontrano  le  normali  consecu¬ 
tive  PN ,  P<N ,  P„N.  ,  PmN,„  ec*  si  sarebbe  formata  un’altra  curva 
perpendicolare  in  P  alla  prima  ,  e  che  in  ciascuno  de’ suoi  punti  avreb¬ 
be  per  direzione  quell’ istessa  che  ha  la  sezion  normale  di  minima  cur¬ 
vatura  .  Si  è  chiamata  questa  seconda  linea ,  linea  di  minima  curvatu¬ 
ra  ,  ed  il  sistema  d’  ambedue  linee  di  curvatura  della  superficie. 

§.  3 5g.  Tutte  le  normali  di  una  superficie  condotte  per  una  linea 
di  curvatura  incontrandosi  due  a  due  ,  ne  viene  di  conseguenza  che 
hanno  per  luogo  geometrico  una  superficie  sviluppabile  .  Dunque  tutte 
le  superficie  sviluppabili ,  in  che  sono  allogate  le  normali  appartenenti 
alle  linee  di  una  delle  curvature ,  vengono  tagliate  ad  angolo  retto  ri¬ 
spettivamente  dalle  superficie  sviluppabili  ,  che  appartengono  alle  linee 
dell’  altra  curvatura  -,  in  tutta  la  estensione  delle  medesime  normali  . 

Questo  è  evidente  rispetto  alle  due  (A),  (A)  ,  che  si  hanno  rappre¬ 
sentate  nella  Fig.  187  ,  perchè  i  piani  PN  P' ,  PN,P, ,  tangenti  delle  su-  Jig.  i3y 
perfide  medesime  secondo  la  loro  generatrice  comune  PN ,  sono  scam¬ 
bievolmente  ortogonali  §.  357  ,  e  nel  modo  istesso  si  verifica  per  tutte 
le  altre  . 

§.  36o.  La  superficie  (A) ,  ed  una  coppia  di  sviluppabili  appartenenti 
a  due  linee  di  curvatura  ,  come  le  (A)  ,  (A) ,  si  tagliano  vicendevol¬ 
mente  ad  angolo  retto  ,  e  nelle  linee  di  rispettiva  curvatura ,  tale  es¬ 
sendo  la  PN  per  ambedue  le  sviluppabili  .  Ma  questo  legame  sussiste 
eziandio  qualunque  sia  la  natura  delle  superficie  ( D ')  ,  (A)  ,  e  l’  ana¬ 
lisi  sublime  dimostra  che  tre  superficie  tagliandosi  ortogonalmente,  le 
linee  di  scambievole  intersezione  sono  di  curvatura  ,  e  viceversa  .  Anche 
per  mezzo  della  geometria  si  potrebbe  dimostrare  questo  teorema  ge¬ 
neralissimo  ,  ma  noi  ce  ne  dispensiamo  ,  perchè  tutta  1’  arte  delle  co¬ 
struzioni  ritrae  appunto  il  maggior  vantaggio  dal  caso  particolare  ,  che 
si  è  contemplato  .  Esso  costituisce  il  fondamento  dell’  arte  di  tagliare 
le  pietre  per  comporre  i  cunei  delle  volte,  come  si  vedrà  nelle  appli¬ 
cazioni  DELLA  GEOMETRIA  DESCRITTIVA  . 

§.  36 1.  Le  successive  intersezioni  N ,  N ,  N"  ,  N'"  ec.  delle  normali 
della  superficie  [A)  Fig.  137  ,  le  quali  partono  da  una  linea  di  massima  Jìg.i2>-] 
curvatura  ,  vale  a  dire  tutti  i  punti  della  linea  di  regresso  della  super- 
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Ucie  sviluppabile  (Z)')  ,  luogo  geometrico  di  questo  normali ,  sono  i  cen¬ 
tri  di  massima  curvatura  della  superfìcie  secondo  tutta  quella  linea,  §.  344. 
La  serie  poi  di  queste  linee  di  regresso  fornite  da  tutte  le  linee  di  mas¬ 
sima  curvatura  è  costituita  in  una  superficie ,  che  naturalmente  forma 
il  luogo  geometrico  di  tutti  i  centri  di  massima  curvatura  della  super¬ 
ficie  ( S )  ,  la  cui  proprietà  caratteristica  è  quella  di  essere  tangente  a 
tutte  queste  normali  della  superficie  medesima  . 

Nell’  istcssa  maniera  il  sistema  delle  linee  di  regresso  delle  sviluppa¬ 
bili  risultanti  dalle  linee  di  minima  curvatura  dà  esistenza  ad  una  su¬ 
perficie  ,  che  è  il  luogo  geometrico  di  lutti  i  centri  di  minima  cur¬ 
vatura  della  superficie  (ò’)  ,  di  cui  la  proprietà  caratteristica  sta  pari- 
menti  nell’  essere  a  contatto  di  tutte  le  normali  della  superficie  che 
partono  dalla  medesima  linea  . 

Dunque  ciascuna  normale  PN  di  una  superficie  è  contemporaneamente 
tangente  delle  due  superficie  de’  centri  di  curvatura  . 

§.  362.  Se  si  considera  che  i  due  raggi  PN' ,  P'N'  di  una  delle  cur¬ 
vature  della  superficie  sono  ambidue  tangenti  alla  superficie  de*  cen¬ 
tri  dell’  altra  curvatura  ,  sarà  di  leggieri  a  concludere  che  anche  il  pia¬ 
no  PPN'  di  questi  due  raggi  della  prima  curvatura  tocca  la  superfi¬ 
cie  dei  centri  della  seconda  curvatura  .  E  per  la  medesima  ragione  il 
piano  PP.N,  determinato  da  due  raggi  consecutivi  della  seconda  cur¬ 
vatura  sarà  tangente  alla  superficie  dei  centri  della  prima  curvatura  .  I 
quali  due  piani  si  tagliano  costantemente  ad  angolo  rettole  però  fra  le 
due  superficie  de’  centri  di  curvatura  passa  questo  rapporto  .  Se  per  la 
normale  PN  di  una  superficie  (S)  si  conduce  a  ciascuna  delle  due 
superficie  de ’  centri  di  curvatura  un  piano  tangente  PPN' ,  PP,N  , 
ciascuno  di  questi  due  piani  sai'à  normale  alla  superfìcie  toccata 
dall’  altro  §.  21 1. 

§.  363.  Due  normali  consecutive  PN'N ,  P‘N"N'  sono  tangenti  alla 
linea  de’  centri  NN'N"  .  .  .  ,  e  quindi  il.  piano  PP'N'  che  le  contie¬ 
ne  ambedue  è  osculatore  di  quesLa  curva  .  Dunque  tutti  i  piani  oscu¬ 
latori  di  ciascuna  linea  de  centri  d’  un  istessa  curvatura  sono  nor¬ 
mali  alla  superficie  de ’  centri  di  questa  medesima  curvatura  .  Tale 
è  la  condizione  necessaria  ,  perchè  un  sistema  di  lince  tracciate  sovra  una 
superficie  qualunque  possa  venir  riguardalo ,  come  un  sistema  di  Ino- 
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ghi  geometrici  dei  centri  di  curvatura  d’  un’  altra  superficie  .  Dalla  qua¬ 
le  deriva  poi  ,  che  le  linee  stesse  hanno  la  proprietà  d’  essere  di  mi¬ 
nima  distanza  sulla  superficie  de’  centri  ,  §,  3oo. 

§.  36 4.  Le  superficie  de'  centri  di  massima  e  di  minima  curvatura 
delle  superficie  sono  distinte  solamente  in  qualche  caso  particolare  ,  ma 
più  generalmente  compongono  due  falde  di  una  medesima  superficie 
rappresentata  da  una  sola  equazione  .  Seinpremmai  il  loro  sistema  è 
per  rapporto  alle  superficie ,  ciocche  sono  le  evolute  rispetto  alle  evol¬ 
venti  ,  ed  una  qualunque  superficie  può  generarsi  pel  movimento  con¬ 
tinuo  di  un  filo ,  che  si  svolga  dall*  una  delle  due  superficie  de’ centri 
conservandosi  perpetuamente  tangente  all’altra. 

§.  365.  Ogni  punto  di  un  filo  ,  che  si  muova  nell’  indicato  modo  , 
percorre  una  superficie  che  ha  per  luogo  geometrico  de’ suoi  centri 
di  curvatura  le  altre  due  a  cui  si  mantiene  costantemente  tangente  . 
Dunque  le  infinite  superficie  evolventi  ,  che  derivano  dalle  medesi¬ 
me  due  superficie  de’  centri  ,  riempiono  tutta  la  immensità  dello  spa¬ 
zio  y  e  però  da  qualunque  punto  si  conduca  una  tangente  comune  ad 
ambedue  le  dette  superficie,  e  per  essa  i  piani  tangenti  all’ una  e  all’ al¬ 
tra  ,  saranno  questi  sempre  ortogonali  fra  loro  §.  363  .  Dalla  quale  pro¬ 
prietà  geometrica  ne  deriva  un’  altra  fisica  veramente  curiosa  ;  ed  è 
che  in  qualsivoglia  punto  si  collochi  1’  occhio  di  uno  spettatore ,  i  con¬ 
torni  apparenti  delle  due  superficie  de’  centri  di  curvatura  appariranno 
sempre  tagliarsi  ad  angolo  retto  ,  sia  che  abbiasi  sottocchio  il  sistema 
obbiettivo  ,  oppure  la  sua.  immagine  prospettica  .  Questo  si  vedrà  più 
chiaramente  nella  Prospettiva  . 

§.  366.  11  problema  generale  di  descrivere  le  linee  di  curvatura  delle 
superficie  è  finora  insolubile  per  mezzo  della  geometria  .  Tuttavia  sa¬ 
pendosi  trovare  in  ogni  punto  di  qualsivoglia  superficie  le  direzioni 
delle  sue  linee  di  curvatura  §.  357  ?  s‘  1H1®  C°1  niezzo  della  riga  e  del 
compasso  figurarsi  la  maniera  secondo  la  quale  queste  linee  cammi¬ 
nano  sulle  superficie  ;  il  che  basta  per  la  pratica  nella  maggior  parte 
de’  casi . 

Vi  sono  poi  anche  delle  superficie  semplici  per  le  quali  la  natura 
di  queste  linee  ci  può  essere  disvelata  ,  senza  il  soccorso  dell’  analisi 
sublime,  che  si  richiede  per  le  più  generali  ., 


222 


DEI  CONTATTI 


\ 


§.  3 67.  Ps elle  sviluppabili  la  generatrice  è  sempre  la  linea  di  minima 
curvatura  ,  perchè  essendo  essa  priva  affatto  di  curvezza  ,  lateralmente 
a  lei  la  superficie  s’ incurva  sempre  ,  e  nel  medesimo  senso  .  Le  linee 
di  massima  curvatura  per  queste  superficie  dovranno  dunque  essere 
perpendicolari  a  tutte  le  loro  generatrici  §.  357  '•>  e  rispetto  ai  cilindri 
risulteranno  da  una  sezione  piana  perpendicolare  alle  generatrici  §-70, 
come  pei  coni  da  una  sezione  sferica  a  loro,  concentrica  §.  7 fi  .  Nella 
sfera  ogni  raggio  è  perpendicolare  alla  superficie,  e  per  conseguenza  a 
tutte  le  linee  descritte  sulla  superficie  medesima  ,  pel  punto  in  che  vie¬ 
ne  incontrata  dal  raggio  . 

§.  368.  Le  generatrici  delle  superficie  gobbe  non  sono  linee  di  cur¬ 
vatura  come  nelle  sviluppabili  .  Esse  servono  di  passaggio  tra  le  se¬ 
zioni  curve  in  un  senso  e  quelle  curve  nel  senso  opposto  §.  206.  ,  di 
guisa  che  a  destra  ed  a  sinistra  della  sezione  rettilinea  ,  le  consecutive 
non  possono  essere  nè  ambedue  di  una  maggiore  curvatura  ,  nè  ambe¬ 
due  di  una  minore;  sintomo  geometrico  che  si  richiede  per  stabilire 
il  minimo  ed  il  massimo  .  Ma  peraltro  si  può  assai  meno  disagevol¬ 
mente  rinvenire  le  linee  di  curvatura  in  questa  sorta  di  superficie  ,  che 
nelle  altre  . 

Le  gobbe,  ed  in  generale  tutte  le  concavo  -  convesse  ,  non  ponno 
essere  osculate  clic  dall’ iperboloide  di  una  falda  o  dal  paraboloide  iper¬ 
bolico  §.  33:ì  ?  e  quindi  la  direzione  delle  linee  di  curvatura  in  ogni 
punto  sarà  sempre  quella  delle  linee  medesime  rispetto  al  vertice  dell’  una 
o  dell’  altra  di  queste  due  superficie  .  Ma  per  essere  queste  del  secon¬ 
do  grado  ,  le  due  sezioni  principali  offrono  la  maggiore  e  la  minore 
curvatura  ,  ed  è  facile  a  riscontrare  la  direzione  di  queste  due  linee 
rispetto  alle  generatrici  rettilinee.  L’iperboloide  di  una  falda  non 
ha  che  quattro  vertici  ,  perchè  gli  altri  due  sono  immaginarj  .  Nella 
Jig.66.  Fig.  66.  Tav.  XIX  vengono  essi  rappresentati  in  li — li,  C'  —  a,  IT — h' , 
C — a  ,  e  le  sezioni  principali  della  superficie  sono  la  disse  CHC'H' 
combinata  coll’  iperbola  blifàph'b' ,  e  colf  altra  projettata  in  CC' — aa  . 
Prendendo  ora  a  considerare  il  vertice  C — rz ,  abbiamo  visto  al  §.  1 38 
che  gli  assintoti  ee\  ff  dell’ iperbola  bhQQ'h'b'  sono  paralleli  alle  ge¬ 
neratrici  dell’iperboloide  pel  punto  C — a  ;  e  gli  assintoti  sono  poi 
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simmetrici  rispetto  agli  assi  aliena',  [*)  in  che  si  projeltano  le  sezioni 
principali  dell’  istesso  punto  .  Con  uguale  facilità  si  comprende  che  nel 
paraboloide  ,  Fig.  68.  Tav.  XX. ,  le  due  sezioni  principali  IiON ,  aoc  ,  figB 8. 
che  passano  pel  vertice  O  —  o,  sono  dirette  simmetricamente  rispet¬ 
to  alle  generatrici  di  questo  medesimo  punto.  (Vedi  il  §.  139.) 

Dunque  potiamo  stabilire  per  teorema  generale  ,  che ,  nelle  superficie 
concavo-convesse  ,  le  linee  di  curvatura  dividono  a  mezzo  in  ogni 
punto  l ’  angolo  formato  dalla  direzione  delle  generatrici  dell  oscu¬ 
latrice  di  secondo  grado  . 

§.  369.  È  vero  che  quest’  è  l’ identifico  teorema  enunciato  nel  Co¬ 
rollario  del  §-357  ;  ma  sotto  quest’ apetto  può  alcune  volte  riuscire  di 
meno  disagevole  applicazione,  nel  rintracciare,  ed  anche  nel  descri¬ 
vere,  le  linee  di  curvatura  delle  superfìcie. 

§.  3^0.  É  1’  analisi  che  scioglie  le  quistioni  più  generali  della  geome¬ 
tria  ;  e  senza  di  lei  non  si  possono  trovare  le  linee  di  curvatura  nep¬ 
pure  delle  superfìcie  del  secondo  grado  ,  che  sono  le  più  semplici  e  le 
più  interressanti  per  le  arti  .  Seguendo  dunque  le  traccie  del  Monge  (**) 
noi  costruiremo  quelle  dell’  elissoide  ,  e  questo  bel  risultato  dell’  analisi 
ci  darà  idea  della  rete  che  formano,  le  linee  di  curvatura  sovra  questa 
superficie. 

§.  371.  Intendiamo  un’ eìisse  colle  sezioni  principali  parallele  a’ pia¬ 
ni  coordinali  della  Fig.  i38.  Tav.  XLIV.  ,  cosicché  venga  ella  rappre-  fig.i'0%. 
sentata  in  AEBD  —  agbf.  La  terza  sezione  principale  sarà  quella  che 
si  projetta  in  ED — •  gf,  e  poniamo  che  dei  tre  assi  della  superficie 
AB ,  ED  ,  fg  sia  maggiore  il  primo,  e  minore  l’ultimo. 

Gli  archi  7/0',  OKL  ,  d’  una  elisse  e  d’ una  iperbola  ausiliarie ,  de¬ 
scritti  d’  intorno  gli  assi  comuni  CO1  ?  CI ,  che  si  determineranno  in 
appresso  §.  373.  ,  sono  sufficienti  a  somministrare  le  projezìoni  oriz¬ 
zontali  di  tutte  le  linee  di  curvatura  .  E  questo  si  conseguirà  rispetto 
a  quelle  di  una  delle  curvature  tirando  da  ogni  punto  K  dell’  arco  iper¬ 
bolico  O'KL  delle  perpendicolari  K M,  KN  agli  assi  DE  ,  AB  ,  e  co- 


(*)  Teorìa  delle  linee  di  secondo  grado  . 

(**)  Application  de  V  analy se  à  la  geometrie  §.  XVI. 
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struendo  le  elissi  31NPQ  ,  concentriche  alla  principale  ADBE  ,  e  pas¬ 
santi  per  gli  estremi  M ,  2V  delle  nominate  perpendicolari  .  Le  proie¬ 
zioni  delle  linee  dell’  altra  cupvatura  si  otterranno  poi  conducendo  da 
ogni  punto  J  dell’  arco  dittico  IJO'  delle  perpendicolari  JU ,  JR  agli 
assi  ,  e  descrivendo  le  iperbole  1RS VXY  concentriche  in  C,  e  coi 
semiassi  CR ,  CU. 

§.  372.  Con  una  sola  projezione  le  linee  di  curvatura  sono  comple¬ 
tamente  determinate,  giacché  potrebbe  tener  luogo  dall’altra  la  condi¬ 
zione  d’  esistere  in  una  data  superficie  .  Ma  siccome  per  1’  uso  che  ne 
possono  fare  le  arti  torna  sempre  a  maggior  comodo  l’ avere  due  pro¬ 
iezioni  ,  così  noi  descriveremo  anche  le  verticali  continuando  ad  im¬ 
piegare  i  risultati  analitici  . 

Supponiamo  1’  arco  a'b'c'd'  di  un’  disse  ausiliaria  concentrica  alla 
principale  afbg ,  descritto  cogli  assi  ca' ,  cd‘ ,  di  cui  noi  vedremo  la 
costruzione  più  innanzi  al  §.  37 5  .  Per  avere  la  projezione  verticale 
d’  una  linea  di  curvatura  projettata  orizzontalmente  secondo  un’  iper- 
bola  TRSUXY,s\  projetterà  verticalmente  il  punto  T,  appartenente 
all’ disse  principale  ADBE  —  ab,  in  t  -,  si  condurrà  pel  punto  t  la  tb‘ 
perpendicolare  alla  ab  ;  pel  punto  b' ,  dov’  ella  incontra  la  disse  au¬ 
siliaria  a'b'c'd' ,  si  condurrà  la  perpendicolare  b'e  sopra  fg\  e  la  dis¬ 
se  ertr'e'x'yxe ,  che  ha  per  semiassi  et ,  ce ,  conterrà  la  projezione  ver¬ 
ticale  rtr'  ,  xyx  della  linea  di  curvatura  rappresentata  orizzontalmen¬ 
te  in  TRSVXY. 

Si  avrà  poi  la  projezione  verticale  d’ una  delle  linee  di  curvatura 
projettata  orizzontalmente  in  una  disse  31NPQ  ,  trovando  la  corrispon¬ 
dente  projezione  del  punto  M  .  Per  far  questo  intendasi  che  la  disse 
principale  DE — gf  si  ribatta  sul  piano  (I.)  in  EZll ,  e  sarà  discoperta 
la  distanza  31  Z  dal  piano  (I.),  che  ha  il  punto  rappresentato  in  31. 
Fatta  dunque  cm  z =  3IZ  ,  sarà  m  la  projezione  corrispondente  ad  31 . 
Adesso  pel  punto  z/z  si  conduca  la  orizzontale  me',  ed  indi  la  vertica¬ 
le  di.  Dippoi  si  descriva  la  disse  mnin' pn"i'n'"m  cogli  assi  cm ,  ci, 
che  gli  archi  nmn'" ,  n'pn"  saranno  le  projezioni  verticali  delle  due  li¬ 
nee  di  curvatura  projettate  nel  piano  (I.)  in  3UXPQ  . 

§.  3y3.  Esponiamo  ora  la  costruzione  grafica  che  dà  Monge  per  descri¬ 
vere  le  linee  impiegate  ausiliariamente  nei  due  antecedenti  paragrafi  . 
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Sia  ADB ,  Fig.  139,  Tav.  XLIII.  la  metà  della  grande  elisse  orizzon- 
tale  della  Fig.  i38;  F ,  F ,  i  suoi  fuochi  ;  AUW  quarto  dell’  elisse  agbf, 
f,f  i  suoi  fuochi  ;  DUE  l’altra  elisse  principale  che  passa  per  CD  j 
e  <p  uno  de’ suoi  fuochi.  Per  costruire  il  punto  O'  si  trasferiranno  i 
punti/',  F  ,  in  f  ed  F'  con  un  quarto  di  rivoluzione  d’intorno  al 
punto  C,  si  descriverà  f'B  ,  e  pel  punto  F'  si  tirerà  la  parallela  F'O , 
la  quale  darà  nell’intersezione  coll’  asse  AB  il  punto  O' .  All’ istessa 
maniera  si  porterà  il  punto  sull’asse  AB  in  <p';si  condurrà  la  ret¬ 
ta  q'D  ;  e  pel  punto  F  si  tirerà  a  lei  parallela  la  FI  ,  la  quale  nel 
punto  del  suo  incontro  coll’  asse  CD  determinerà  il  punto  1  . 

§.  3y4*  Volendo  far  sì  che  gli  archi  iperbolici  SRT  ec. ,  Fig.  i38, 
dividano  la  elisse  principale  ADBE  in  parti  uguali  Ar ,  TS,  A#  ec.  co¬ 
me  può  occorrere  nell’  applicare  la  superficie  dell’  elissoide  alla  costruzio¬ 
ne  delle  volte,  per  mezzo  dei  punti  A  ,  r ,  S,  3>  ec.  segnati  arbitrariamen¬ 
te  sulla  curva  ABDE  ,  bisogna  determinare  il  vertice  R  delle  iperbole 
corrispondenti  ad  ognuno  .  Ecco  le  costruzioni  che  conducono  a  que¬ 
sto  intento  :  dal  punto  S  ì  Fig.  189,  si  conduca  ST  perpendicolare  so-  Jig.i'ócj. 
vra  AB  ,  si  congiunga  f[  con  T ,  e  finalmente  tirando  per  F1  la  ret¬ 
ta  F'R  parallela  ad  f'T ,  questa  segnerà  sull’  asse  AB  il  vertice  dell’  iper- 
bola  RS  .  .  . 

§.  375.  Per  costruire  la  elisse  ausiliaria  a'b'c'd'  del  piano  (II.)  ,  jF/g-.i38, 
sia  nella  Fig.  i4°?  si B  l’asse  maggiore  dell’ elissoide  ;  CD  la  metà  dell’  as¬ 
se  medio;  CE  la  metà  del  minore;  F ,  F,  i  fuochi  dell’ elisse  mag¬ 
giore  ASD  quelli  dell’ elisse  media  AGE\  e  <p  uno  dei  fuochi 

della  elisse  minore  DUe.  Per  segnare  il  vertice  X  dell’ elisse  ausiliaria 
XLG  si  trasporteranno  CF ,  Cf  in  CF' ,  Cf  mediante  un  quarto  di  ri¬ 
voluzione  ,  si  descriverà  la  retta  F'B  ;  ed  indi  la  f'X  a  lei  parallela  , 
che  nel  suo  punto  d’incontro  coll’asse  AB  darà  il  vertice  X.  L’altro 
vertice  G  si  determinerà  traslocando  <p  in  <p'  sull’  asse  AB ,  ed  alla  me¬ 
desima  distanza  del  centro  C ,  poi  tirando  la  retta  <q'E ,  e  finalmente 
la  fG  parallela  a  questa  ,  che  si  conseguirà  il  richiesto  punto  G  sull’ 
asse  CD  . 

§.376.  Facciamo  adesso  un  poco  d’ analisi  a  queste  linee  di  curvatura 
dell’  elissoide  ,  sempre  d’  appresso  il  citato  autore  . 
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Il  semiasse  CO',  Fig.  i38  ,  dell’  disse  e  dell’  iperbola  ausiliarie  ,  è  sem- 
7qg.i38.prc  più  piccolo  del  semiasse  CB  dell’ elissoide  ;  e  da  ciò  ne  viene  che 
il  vertice  O'  di  queste  due  curve  cade  sempre  dentro  l’ disse  princi¬ 
pale  ADBE  .  Dunque  la  più  piccola  disse  rappresentativa  le  linee 
di  curvatura  dell’  elissoide  ,  ha  per  semiasse  maggiore  lo  stesso  se¬ 
miasse  CO'  delle  curve  ausiliarie  ,  e  nuJlo  il  semiasse  minore  .  Ella  si 
riduce  per  conseguenza  ad  una  retta  che  si  confonde  colla  AB ,  dalla 
qual  cosa  risulta  che  la  disse  principale  AB  —  agbf  è  ella  medesima 
lina  delle  linee  di  curvatura  della  superficie  .  A  misura  che  cresce  l’as¬ 
se  maggiore  delle  dissi  cresce  altresì  il  minore  ,  e  qualora  il  primo  di 
questi  uguaglia  ,  il  secondo  si  la  egli  pure  uguale  ad  ED  ,  di  gui¬ 
sa  che  la  disse  corrispondente  si  confonde  colla  principale  ADBE  ,  la 
quale  per  conseguenza  è  un’  altra  linea  di  curvatura  .  Le  elissi  maggio¬ 
ri  di  questa  ,  che  si  potrebbero  ottenere  per  via  delle  curve  ausiliarie  y 
sono  superflue  . 

Si  vede  dunque  che  ciascuno  dei  due  punti  O ,  O1  è  abbracciato  dalla 
medesima  parte  da  tutte  le  dissi  ,  le  quali  si  restringono  sempre  più 
che  il  loro  vertice  si  accosta  a  questi  medesimi  punti  ,  e  non  perdono 
1’  altro  asse  se  non  quando  vi  arrivano  . 

In  quanto  alle  iperbole  è  evidente  che  nessuna  di  loro  può:  avere 
nel  senso  di  AB  l’asse  più  grande  di  OO' .  Quella  poi  che  ha  l’asse 
di  questa  grandezza  ha  nullo  il  secondo  ,  e  si  confonde  per  conseguen¬ 
za  colla  retta  AB  .  Diminuendo  f  asse  reale  OO'  aumentasi  1’  imma¬ 
ginario  ,  a  modo  che  quando  egli  è  il  maggiore  possibile  ,  si  annulla 
il  reale  ,  e  i  due  rami  dell’  iperbola  si  confondono  colla  retta  DE  . 
Cosicché  la  terza  disse  principale  è  pur’ essa ,  come  le  altre  due,  una 
linea  di  curvatura  della  superficie  . 

I  due  punti  O  ,  O'  sono  abbracciali  anche  da  tutte  le  iperbole  , 
ma  dalla  parte  opposta  a  quella  in  cui  vengono  sorpassati  dalle  elissi  . 
Le  iperbole  si  van  restringendo  quanto  più  i  loro  vertici  si  accosta¬ 
no  ai  detti  punti  O  ,  O' ,  e  non  perdono  il  secondo  asse  che  quando 
raggiungono  questi  medesimi  punti ,  come  succede  per  le  dissi . 

§•  ^77’  Questi  punti  verso  i  quali  le  dissi  e  le  iperbole  ravvolgo¬ 
no  la  propria  concavità  sono  le  projezioni  di  quattro  punti  singolari 
O  —  o  ,  O  —  co  ,  0[  —  o' ,  O'  —  ,  che  i  Francesi  hanno  chiamato 
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ombilics  ,  (*)  D’intorno  a  questi  ,  tutte  le  linee  di  una  delle  curva¬ 
ture  si  piegano  nel  senso  opposto  a  quello  secondo  cui  si  piegano  quel¬ 
le  dell’  altra  curvatura  ,  di  guisa  tale  che  esse  cambiano  di  specie  quan¬ 
do  i  loro  vertici  collimano  con  questi  ombilics  . 

§.  378.  Le  linee  d’  ambedue  le  curvature  si  projettano  sul  piano  ver¬ 
ticale ,  cioè  sul  piano  del  più  grande  e  del  più  piccolo  asse,  secondo  . 
delle  elissi  concentriche  in  c  .  La  elisse  principale  cigbf  essendo  poi 
una  di  queste  elissi ,  ne  viene  che  le  perpendicolari  gg' ,  bg'  tirate  dalle 
estremità  g ,  b  degli  assi  si  riuniscono  in  un  punto  g'  dell’ elisse  au- 
siliaria  a'b'c'cl' . 

Tutti  i  punti  dell’arco  a'g'  di  questa  elisse  danno  delle  elissi  ete'y 
di  cui  F  asse  orizzontale  yt  è  più  piccolo  dell’  asse  ab  dell’  elisse  prin¬ 
cipale  ,  e  di  cui  1’ asse  verticale  ee'  per  contrario  è  più  grande  dell’ as¬ 
se  fg  della  stessa  elisse  principale  .  Queste  elissi  ,  che  si  restringono  a 
mano  a  mano  che  1’  asse  ee'  si  allunga ,  confondendosi  finalmente  colla 
retta  fg  ,  quando  l’asse  maggiore  si  uguaglia  con  quello  dell’ elisse  au- 
siliaria  a'b'c'cl' ,  dividono  1’  area  dell’  elisse  principale  cifbg  in  zone  di¬ 
rette  nel  senso  di  fg  .  Al  contrario  1’  arco  g'cl'  dell’  elisse  ausiliaria  fa 
nascere  delle  elissi  ,  che  tutte  hanno  gli  assi  verticali  più  piccoli  ,  e  gli 
orizzontali  più  grandi  dei  corrispondenti  assi^g,  ab  dell’ elisse  princi¬ 
pale  afbg.  Queste  altre  elissi,  chesi  restringono  tanto  più  che  cresce 
l’asse  orizzontale,  e  che  si  confondono  colla  retta  ab  ,  quando  1’  asse 
predetto  uguagliasi  a  quello  dell’ elisse  sussidiaria ,  scompartiscono  l’area 
dell’  elisse  principale  afbg  in  zone  dirette  orizzontalmente  .  La  linea 
che  limila  ciascuna  di  queste  zone  taglia  ognuna  di  quelle  che  confi¬ 
nano  le  zone  della  prima  specie  in  quattro  punti ,  che  rimangono  com¬ 
presi  dentro  la  elisse  principale  . 

§.  879.  Consideriamo  il  caso  che  la  elissoide  sia  di  rivoluzione  .  Al¬ 
lora  le  due  elissi  ADB ,  AVe^Fig.  i3g,  saranno  uguali  ,  ed  i  fuochi  Jìg.  139. 
F ,  f  per  conseguenza  coincideranno  ;  la  elisse  DUE  sarà  un  circolo  ,  ed 
il  fuoco  anderà  a  perdersi  nel  centro  C  .  Dunque  colle  costruzioni  del 


(*)  La  traduzione  litterale  di  questa  parola  è  chiarissima  ,  ma  io  non  ho  azzar¬ 
dato  introdurla  presso  di  noi  .  Questi  ombilics  sono  punti  singolari  soyra  le  superGcie  , 
in  cui  le  due  curvature  principali  diventano  uguali  fra  di  loro  . 
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§.  873  il  punto  0‘  caderà  in  B  ,  ed  il  punto  1  si  allontanerà  inde¬ 
finitamente  sull’  asse  CD .  Queste  particolarità  fanno  sì  che  tanto  l’iper- 
bola  ausiliaria  O'L  ,  quanto  la  disse  IJO'  si  convertono  ambedue  in 
una  linea  retta  passante  per  B  ortogonalmente  alla  AB  .  (*) 

E  però  tutte  le  dissi  che  si  possono  descrivere  come  la  MNPQ  , 
Fig.  1 38  ,  passeranno  pei  vertici  A,B  della  superficie  ;  e  tutte  le  iper¬ 
bole  descrittibili  a  moda  della  TRS  UXY  diventano  il  sistema  di  due 
rette  perpendicolari  alla  intersezione  de’ piani  coordinati ,  per  la  ragione 
che  il  punto  J  va  all’ infinito ,  e  con  lui  la  lunghezza  dell’asse  imma¬ 
ginario  CU. 

Dalle  quali  cose  risulta  ,  che  i  circoli  paralleli  ,  nell'  elissoide  di  rivo¬ 
luzione  ,  sono  linee  di  una  delle  curvature  .  Quelle  dell’altra  curvatura , 
dovendo  essere  perpendicolari  alle  prime,  saranno  le  curve  meridiane  y 
e  verranno  rappresentate  nelle  dissi  superiormente  indicate  . 

§.  38o.  Adesso  si  può  ricavare  per  teorema  generale ,  che  le  linee  meri¬ 
diane  ed  i  circoli  paralleli  sono  le  linee  di  curvatura  in  tutte  le  super¬ 
ficie  di  rivoluzione.  Si  può  sempre  avere  una  elissoide  di  rivoluzione  oscu¬ 
latrice  in  ogni  parallelo  di  qualunque  altra  superficie  di  rivoluzione;  e 
però  le  linee  di  curvatura  della  superficie  più  generale  di  rivoluzione, 
avranno  in  ogni  punto  la  medesima  direzione  che  quelle  delle  linee  di 
curvatura  dell’  elissoide  ,  cioè  saranno  le  meridiane  ed  i  paralleli  .  Se 
la  superficie  fosse  convessa  all’ as6e  ,  allora  sarebbe  l’  iperboloide  che  ser¬ 
virebbe  a  provare  la  medesima  verità  . 

§.  38 1.  Il  Sig.  Monge  termina  con  queste  parole  la  bella  teoria  ,  dal¬ 
la  quale  si  è  tolta  la  maggior  parte  delle  precedenti  cose  . 


(*)  Per  riconoscere  codesta  modificazione  fissiamo  1’  origine  delle  coordinate  nel 
centro  comune  C  ,  prendendo  per  asse  d’  ascisse  la  retta  CD  .  Le  due  curve  verranno 
espresse  dalle  equazioni 


che  diventando  CI r=20,  CO'  =  CB  si  riducono  alla 

r=~cBt 

E  questa  significa  due  rette  parallele  alla  CI ,  una  per  A  e  l’altra  per  B  . 
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«  Se  si  trattasse  di  ricoprire  con  una  volta  un  edifizio  di  base  elit- 
«  tica  ,  non  potrebbe  la  volta  stessa  assumere  più  conveniente  forma 
»  d’ una  semielissoide  ;  e  supponendo  che  la  volta  dovesse  essere  eseguita 
«in  pietre  da  taglio  ,  bisognerebbe  operare  lo  scompartimento  de’ cunei 
«secondo  le  linee  di  curvatura  di  cui  abbiamo  data  la  costruzione  ,  e 
«  dippiù  bisognerebbe  che  le  giunzioni  fra  cuneo  e  cuneo  si  facessero  per 
«  mezzo  delle  superficie  sviluppabili  normali  alla  volta  stessa  .  Le  divisio¬ 
ni  ni  dei  cunei  traccierebbero  sulla  superficie  dei  compartimenti  rettango¬ 
li  lari  suscettibili  di  decorazione  j  e  questi  compartimenti  nulla  avrebbero 
«  di  fantastico  ,  poiché  sarebbero  una  conseguenza  necessaria  dell’  unico 
«  dato  del  problema,  che  è  un’ disse  per  impostarvi  sopra  la  volta  .  Ma 
«l’uso  dell’ edifizio  potrebbe  influire  sulla  seielta  dell’ elissoide . 

«  Non  vi  sarebbe  alcuna  ragione  per  far  l’asse  verticale  uguale  ad  uno 
»  dei  due  orizzontali ,  e  così  i  Ire  assi  sarebbero  disuguali  .  In  quest’ ipo- 
«  tesi  l’asse  verticale  potrebb’  essere  più  grande  degli  altri  due,  e  al¬ 
ni  lora  la  volta  si  può  chiamare  sormontante  ;  potrebb’  essere  più  piccolo 
«  e  la  volta  diverrebbe  schiacciata  ;  in  fine  potrebbe  avere  una  misura 
«  intermedia  agli  altri ,  e  la  volta  riuscirà  parimenti  di  una  media  altez- 
>>'za  .  La  volta  sormontante  avrebbe  più  arditezza  e  più  dignità  ;  e  se 
«  la  di  lei  imposta  fosse  già  molto  elevata  ,  qual  si  fosse  d’  altronde 
«l’uso  dell’ edifizio ,  converrebbe  prescegliere  questa  specie  di  volta, 
»  perchè  la  sua  grande  altezza  ,  facendo  comparire  le  dimensioni  verti¬ 
cali  più  piccole  di  quel  che  sono  in  realtà ,  abbasserebbe  troppo  una 
«volta  delle  altre  due  specie.  La  volta  schiacciata ,  diminuendo  il  vo- 
«  lume  dell’  aria  contenuta  nell’  edificio  ,  sarebbe  più  favorevole  alla 
«  voce  di  un  oratore  .  Se  la  sala  dovesse  essere  illuminata  da  due  lu- 
«  miere  sospese  alla  volta  ,  bisognerebbe  eh’  ella  fosse  sormontante  ,  ov- 
«  vero  schiacciala  ,  perchè  in  questi  due  casi  la  di  lei  superficie  pre- 
«  senlerebbe  due  ombilics  collocati  simmetricamente  per  dissopra  al 
«grand’asse  dell’ elisse  orizzontale ,  e  perchè  questi  ombilics  ,  resi  mol- 
«  to  appariscenti  dallo  scomparto  de’ cunei,  sarebbero  i  punti  naturali 
«  di  sospensione  .  Allora  si  potrebbe  disporre  in  modo  il  rapporto  dei 
«tre  assi  della  superficie  ,  che  questi  punti  fossero  situati  nella  manie- 
«  ra  la  più  conveniente  . 
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»  AI  contrario  se  1’  ed i Tizio  dovesse  avere  quattro  grandi  aperture  >  o 
«  se  la  volta  dovesse  essere  sopportata  da  quattro  gruppi  di  colonne  , 
«  o  finalmente  se  nella  decorazione  interna  si  impiegassero  quattro  men- 
»  sole  distribuite  simmetricamente,  bisognerebbe  scegliere  la  volta  nie- 
*  dia  per  la  quale  i  quattro  ombilics  sono  sempre  alla  di  lei  nascita  , 
«e  collocare  il  pieno  dei  muri ,  o  i  piedritti  ,  o  le  mensole  alle  quat- 
«  tro  estremità  degli  assi,  perchè  egli  è  d’intorno  a  questi  quattro  pun- 
»  ti  ,  e  lungi  dagli  ombilics ,  che  le  linee  di  curvatura  ,  marcate  dalla 
«decorazione  della  volta,  si  allontanano  più  lentamente  dalla  linea  di 
«massimo  pendìo  della  superficie. 

§.  382.  n  Si  sta  presentemente  costruendo  le  sale  pei  due  Consigli  della 
«legislatura  (*) .  11  luogo  di  cui  si  è  potuto  disporre  sinora  per  simili 
«  sale ,  ha  l'orzato  di  dare  all’  anfiteatro  meno  profondità  in  faccia  dell’ora- 
»tore,che  sui  fianchi;  ma  l’esperienza  avendo  dimostrato  che  la  vo- 
«  ce  si  slancia  a  maggiore  distanza  nel  dirimpetto  ,  sembra  che  fosse 
«  allatto  contraria  la  disposizione  da  adottarsi  Di  tutte  le  forme  al- 
«  lungate  che  si  potrebbero  dare  all’  anfiteatro  ,  alcuna  non  ve  ne  ha 
«  di  cui  la  legge  sia  più  semplice  e  più  graziosa  dell’  elisse  :  bisogne- 
«  rebbe  dunque  che  la  sala  fosse  elittica  ,  e  che  fosse  coperta  da  una 
«  volta  elissoidica  schiacciata  . 

«  il  servizio  delle  Assemblee  Legislative  richiede  un  luogo  per  lo  scrit- 
«  tojo  ,  dinanzi  al  quale  star  deve  la  bigoncia  dell’  oratore  .  Collocando  lo 
«  scrittorio  a  una  delle  sommità  dell’  elisse  ,  si  potrebbe  assegnargli  uno 
«  spazio  sufficiente  e  comodo  pel  servizio  ,  e  1’  oratore  si  troverebbe 
«naturalmente  collocato  sotto  uno  degli  ombilics  della  volta.  L’ anfi- 
«  teatro  non  occuperebbe  che  la  parte  anteriore  .  Una  galleria  che  gi- 
«  rasse  tutt’  intorno  alla  sala  ,  c  che  fosse  bastantemente  elevata  per  es- 
«  sere  distinta  nell’ anfiteatro  ,  fornirebbe  degli  stalli  per  f  udienza  .  Se 
»*  la  sala  non  dovesse  avere  nè  luoghi  distinti  ,  nè  vermi’  altra  specie 
«  d’ irregolarità ,  potrebb’ essere  decorala  con  delle  colonne,  a  ciascuna 
«  delle  quali  corrispondesse  una  nervatura  della  volta  ,  piegata  secondo 
«  la  linea  di  curvatura  ascendente  .  Tutte  queste  costole  ,  verticali  nel 


(•)  Monge  scriveva  questo  passo  1’  anno  III.  della  Repubblica  Francese  . 
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»  loro  nascere,  s’  incurverebbero  d’ intorno  V  uno  e  1’  altro  ombilic ,  per 
»  ricadere  poscia  e  morire  a  piombo  sulle  colonne  opposte;  e  verrebbe- 
»  ro  segate  ortogonalmente  da  altre  nervature  piegate  secondo  le  linee 
>>  della  seconda  curvatura  .  Gli  intervalli  di  queste  costole  potrebbero 
»  essere  vuoti  sia  per  illuminare  la  sala  ,  sia  per  dar  passaggio  all’  aria  r 
«  e  costituirebbero  una  vetrata  meno  bizzarra  ,  che  le  rose  delle  nostre 
»  Chiese  -gotiche  .In  fine,  due  lumiere  sospese  agli  ombilics  della  volta, 
«  alla  qual  sospensione  la  volta  intiera  mostrerebbe  di  concorrere  ,  ser- 
»  virebbero  ad  illuminare  la  sala  in  tempo  di  notte. 

»  Noi  non  entreremo  in  maggiori  dettagli  a  questo  riguardo  ;  ci  ba- 
»  sta  d’avere  indicato  agli  Artisti  un’ oggetto  semplice ,  e  di  cui  la  de- 
»  corazione  ,  quantunque  ricchissima  ,  potrebbe  non  avere  alcun  che 
»  d’  arbitrario  ,  e  consisterebbe  principalmente  nello  scuoprire  a  tutti 
»  gli  occhi  un’  ordinanza  graziosissima  ,  che  tutta  sta  nella  natura  stes- 
»  sa  di  quest’  oggetto  .  ». 
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